
���������
	�����
���������	��
�
	���� � ���������

 "!$#&%('$)&%+*-,.!0/21

35476 8:9�;<9")=/2>?#

@ #+9BA�CD)E;F;HGJIK>+)�L�GD!$%NMO/P!$Q&CJ9?RTS

U0VXW 9�LZY[G\%&]&^�L�_`>?CD)E;F;aCD)&Q?9?Ccbd]=)?G\/�;e,f/2!$R ^&%&g=%+!Ehi%j,k^&%+>�L�GD!$%

lmV�n Go%+1pLq#+9p^&%&g=%+!Ehr%�,f^&%+>HL�GD!$%

smVtVuV�V LF!vRwGo%?G\RwGyx�9�9?/z/P!0/�;r!$%w,f^�Lq^&/P9TG\%&]&^�L[;



rain

snow

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

P
re

ci
pi

ta
tio

n

Temperature

Unknown Function Samples

Training Sample

rain

snow

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

P
re

ci
pi

ta
tio

n

Temperature

Learned Function (Classifier)

guess 1
guess 2
guess 3



rain

snow

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

P
re

ci
pi

ta
tio

n

Temperature

Future Samples

Training Sample
Test Sample

' 9+) /5%?Go%+* � MO/P9�1 GD>HL Gc!$%T)&Q?G\C G L��

��� 9�>")&%�� Le9
	&] 9E>HLi)&%��N] /P9�1 GD>�L�GD! %B)&Q?G\C G L���_ G\% *&9?%+9-/ )&C V

��� 9j>")&% 9
	0]?9E>HLZ] /P9�1 GD>HL Gc!$%p)&Q?GoC GJL�� _ GJ, 9
	=)&Rj]&Cy9�;�>E!$R 9TGo%+1&9?]?9?%
�
1&9?%�LqC�� _ ; !$R 9HL�G\R 9�; V

� 9-/P9ZhX9a;FLq^+1��N] /P9�1 GD>HL Gc!$%B)&Q?G\C GJL���_ )E;F;�^&RwG\%+* Go%+1&9?]?9E1&9-%+>E9 V



� #���; LH^+1 �N]=/29E1 GD>HL�GD!$%�Lq#+9E!0/ � �

U0V 4 9HL[LF9-/�Rd9�Lq#+! 1?; ,.!0/�Cy9")=/z%?G\%+*()0%"1��+9?/ GJ, � Go%+* ] /P9�1 GD>HL G�� 9 )&Q?G\C GJL��

lmV @ ! * )?G\%�Go%E;HGD* #�L G\%�LF!vCJ9+) /5%?Go%+* V

4 9HLfLF9?/�6w9HLq#+! 1?; ,.!0/t' 9")=/z%?G\%+*�� � 9?/ GJI >")�L�GD!$%

� L )&%+1 )=/21BLF9E>-#&%?G
	$^+9&S

U0V�� G
�?GD1&9a;�)0R�]&Cy9�; G\%�LF!BLH/ )?G\%T)&%+1BL 9�; L ;<9HL

lmV @ / ) Go% !$%wLH/ )?G\%�; 9�L

smV @ 9�;FLe!$%�LF9 ; L ; 9�L

� 9w>+)&% 1 !vQ 9HLfL 9-/ V



@ !N* )?Go%�G\%E;qGD*$#�L�G\%�LF!vCy9") /5%?G\%+*

U0V�� � 9-/�I L[L�G\%+*mS7;�)&Rj]&CJ9�>�!$Rj]&Cy9
	?GJL�� 	$^=)&%�L�GJI 9�;r! � 9-/�I LfL Go%+* V

lmV ' 9")=/z%?G\%+*N)&Cy*&!0/.GJLq#&R 1&9 ;qGD*$% S � #=)�L�Gy;r)w*&! ! 1 ] /z^&%?G\%+*�>-/.GJLF9-/.G ) �
� #�� ) /P9 CD) /P*&9 R�)=/2* G\%E;(*&! ! 1 � � #=)�LN!-Lq#+9-/w)&Cy*&!0/ GJLq#&R�; ) /P9
C G\g�9-C �wL ! � Gc9?CJ1N*&! ! 1v/29 ;�^&C L[; �

� ^�LHC G\%+9

U0V @ #+9 4 )E;qGD> 6a! 1&9-C

lmV @ #+9 @ 9�;FL � 9HL�4 !$^&%+1

smV�� >E>")&R � ;a8O)Ex�!0/t4 !$^&%+1

� V M���A �q4:) � 9�;�4 !$^&%+1

� V � )0R�]&Cy9 A:!$Rj] /P9�;F;HGc!$%(4 !$^&%+1



6a! 1&9-C S � 9HI %?GJL�GD!$%E;

� � Go%&]&^�L ;�]=)+>E9

��� �����
	�� � !$^�Lq]&^�Le;�]=)+>E9


�� � � � � >-CD)E;F;HG I 9-/

6a! 1&9-C S�4 )E;qGD> � ; ;�^&Rj]�L�GD!$%

�tC C ;�)&Rj]&CJ9 ;i)=/29a1$/ ) hi%BG\%+1&9-] 9-%+1&9?%�LqC �a,f/P!$R ; !$R 9T^&%&g=%+!Ehi% 1 Gy; Lq/.G �
Q&^�L�Gc!$% ����������� V

� � ������������� �!� Gy;d)�; )&Rj]&CJ9�; 9�L V



6a! 1&9-C S � 9-/.G�� 9�1 	$^=)&%�L�GJL�GD9�;

@ #+9�LH#?Go%+*phX9�h�)&%�L LF!vg=%+!EhdS


���� ����	��

� � � 
 ��� ���� ��� � Lq/5^+9�9-/5/2! /

6a! 1&9-C S � 9-/.G�� 9�1 	$^=)&%�L�GJL�GD9�;

@ #+9�LH#?Go%+*phX9�h�)&%�L LF!vg=%+!EhdS


���� ����	��

� � � 
 ��� ���� ��� � Lq/5^+9�9-/5/2! /

@ #+9�LH#?Go%+*phX9p#=) � 9&S

�
���� �������

� � � 
 � � ���� ��� �
	
�
��
��������� 
 ��� ���� �! 

� " LH/ )?G\%N9?/z/P!0/$#<_ " LF9 ; LZ9?/z/P!0/$#<_ ! / " !$QE;<9-/ �+9�1 9-/5/P!0/%#�_ 1&9?]?9?%+1 Go%+*�!$%
>�!$%�LF9
	�L V

YF%+!-LF9&S7hX9TGD1&9?%�L�GJ, ��LH#+9�; 9�L � heGJLq#wLq#+9p^&%?GJ,.!0/5R 1 Gy; LH/ G\Q&^�L�GD!$% !$% � b



6a! 1&9-C S�4:)";qGD> � QE; 9?/ �-)�L�GD!$%E;

� S � #=)�LrGy;eLq#+9�1 Gy; Lq/.G\Q&^�L�GD!$% !-, �
�� �
� S � 4OG\%+!$RwG )&C V

���� � ��� � �
 � � ������� 
 ��� � 	 � ��
 

�� �
	�� 
 � � ��� �
� ] /P!$Q=)&Q?GoC GJL�� !-, � #+9")+1?; Y 9?/5/2!0/�;�b G\% � � Go]E; !-,r)(>E! Go% heGJLq#�Q?G )E;

�� V

 0

 0.1

 0.2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical Error Rate

Possible Error distributions

true error



6a! 1&9-C S Q=)E;qGD> 	$^=)&%�L�GJL�GD9�;

� 9B^E;<9�Lq#+9�>-^&Rj^&CD)�L�G
�+90S
4 Go%�� �� � 
���� � ��� � � � � � �
���� �� ��� 
����� � ����	� 	 ��
 
 
 � � � 	�� 
�� ����� �

� ]=/2!$Q=)&Q?G\C G L�� !-,a!$QE;<9-/ �?G\%+* � !0/i,.9Hh 9-/ " #+9")+1?; # Y 9-/5/P!0/�; b heGJLq# �
>�! G\%E; V

6a! 1&9-C S Q=)E;qGD> 	$^=)&%�L�GJL�GD9�;

�
9�9�1 >�!$%�I 1&9-%+>E9 Go%�L 9-/ �=)&C ;�
 ^E;<9 LH#+9 ]?G�� !-L !=, Lq#+9 >-^&Rj^&CD)�L�G
�+9
Go%E;FLF9")+1

4 Go% � �� ��� � � ��������� � 4 G\% � �� ��� ��� ���

� LH#+9BCD) /P*&9�; L LH/z^+9w9?/z/P!0/ ; ^+>-#�Lq#=)�L LH#"9p] /P!$Q=)&Q?GoC GJL�� !-, !$QE; 9?/ � Go%+* �!0/:,.9Hh 9-/ " #+9") 1?;�#BY 9?/z/P!0/�;�b�Gy;�)EL CJ9+)E; L � V



� ^�LHC G\%+9

U0V @ #+9 4 )E;qGD> 6a! 1&9-C

lmV @ #+9 @ 9�;FL � 9HL�4 !$^&%+1

smV�� >E>")&R � ;a8O)Ex�!0/t4 !$^&%+1

� V M���A �q4:) � 9�;�4 !$^&%+1

� V � )0R�]&Cy9 A:!$Rj] /P9�;F;HGc!$%(4 !$^&%+1

@ 9 ; L � 9HL�4 !$^&%+1mS � 9HL[L�G\%+*

� L )&%+1 )=/21BLF9E>-#&%?G
	$^+9&S

U0V A7^�L LH#+9�1 )�L )BG\%�LF!pLq/ )?G\%j; 9�Li)&%+1BLF9 ; L ;<9HL

lmV @ / ) Go% !$%wLH#+9�Lq/ )?G\%�; 9�L

smV @ 9�;FLe!$%�Lq#+9�LF9 ; L ;<9HL

� #=)�Le1&! 9�; � )&Rj]&Cy9 A:!$Rj] Cy9
	?GJL���;�) �B)&Q?!$^�L LH#?GJ;aR 9HLH#+! 1 �



@ 9 ; L � 9�L�4 ! ^&%+1mS @ #+9�!0/P9-R

@ #+9E!0/P9-RTS Y @ 9 ; L � 9�Li4 !$^&%+1 b n !0/:)&C C->?CD)E;F;qGJI 9-/�; 
 _ ,.! /:)&C C �w_ ,.!0/ )&C C��� � ��� 	  S
���� � � � � 
 � � 4 G\% � �
 � ��� � ��� 	 � �

� ! /zCy1 � ;�9")E;HGc9 ; L ] /P! !-,FSeYFQ � >E!$%�Lq/ )+1 Gc>�L�GD!$%=b V

� ;F; ^ R 9 4OG\% � �� � 
 � � � � Y.hi#?GD>-#�Gy;eLq/z^+9�h�G LH#�]=/2!$Q=)&Q?G\C G L�� 	 � � b V
@ #+9?% Q � 1&9HI %?GJL�Gc!$% _ 4 G\% � �
 � � � � � 
 �

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical Error Rate

Observation and Possible Binomials

empirical error



0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical Error Rate

Observation and Consistent Binomials

empirical error

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical Error Rate

True Error Bound

empirical error
true error bound



@ 9 ; L � 9�L�4
!$^&%+1 �
!-LF9�;
Mm9-/�,.9�>�LqC �dL�GD*$#�L S @ #+9-/P9d9
	?Gy; L�Lq/5^+9 9-/5/2! /�/ )�LF9�;e)+>-#?GD9 � G\%+*jLq#+9jQ !$^&%+1

' !"hX9?/�Q?!$^&%+1 !-,�Lq#+9a; )&R 9 ,.!0/5R V

M /.G\R�) / �p^E;<9&S � 9-/.GJIK>+)�L�GD!$% !-,�;�^+>E>�9 ; ,f^&CmCy9")=/z%?G\%+*

� #=)EL 1&! 9 ; @ 9 ; L � 9�L�4 !$^&%+1vR 9")&% �

A !0/P!$C Cc)=/ � S n ! /�)&C C >-CD)E; ;qGJIK9?/�; 
 _K,.!0/7)&C C �a_K,.!0/7)&C C ��� � ��� 	  S
���� � � � ��

� 
�� � �
���� ���� �
	 ��� �

��
� � 	�� �

M /P! !-,FS���;<9�Lq#+9TA7#+9-/5%+!�� )&]&] /P! 	 G\RZ)�L Gc!$% _

4 G\% � �
 � � � � � �
 � � ���� �
	 ��� �
�
!-LF9&S � �Z@ L�GD*$#�L hi#+9-% �
�� %+9")=/ � Y !$^&/�*&! )&C��\b



@ 9�;FL � 9HL�4 !$^&%+1 A:!$Rj]=) /.GJ;<!$% S��OR�]?G\/.Gc>+)&C " >E!$%�IK1&9?%+>�9	# G\%�LF9-/ �=)&C ;

� � %&^&RjQ 9-/ !-,�LF9 ; Le9?/z/P!0/�;�_ � � %&^&RjQ 9-/ !-, 9
	-)&Rj]&CJ9 ;

� � ��
��� � �

��� � � �� ��� � � � � � 
 ��� � � �� � �  � �
]?Gc>?gTQ?!$^&%+1 � �� � � �
� !Eh 1&!pLq#+9
� >�!$Rj]=) /P9 �

0

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5
ad

ul
t

sh
ro

om
au

di
o

ba
la

nc
e

ca
r

vo
te

s
kr

kp
lu

ng
nu

rs
er

y
po

st
op

sh
ut

tle
so

yb
ea

n
ye

llo
w

T
ru

e 
er

ro
r 

(b
ou

nd
)

Learning Problem

Test Set Bound vs. 2 Sigma Bound

bound
error



@ 9 ; L � 9�L�4 !$^&%+1��E; � Rj]?G\/ GD>+)&C$A !$%�I 1&9-%+>E9Z3.% L 9-/ �=)&C

U0V 9?R�]?G\/.Gc>+)&C >�!$%�I 1&9-%+>�9TG\%�LF9?/ �-)&C ;�) /P9�; !$R 9�L�G\Rd9 ; ] 9�; ;qG\RwGJ;FL�GD>

lmV 9?R�]?G\/.Gc>+)&C >�!$%�I 1&9-%+>�9TG\%�LF9?/ �-)&C ;�) /P9�; !$R 9�L�G\Rd9 ;e!$]�L GoRwGy; L�GD>

smV Lq#+9�L 9�; L ;<9HL Q !$^&%+1()&C h�) �E;eh !0/5gH;

3 %�L 9-/5] /P9HL )�L Gc!$% S�3 %�LF9?/ ) >HL�G
�+9pMO/2! !-,X!-, ' 9")=/z%?G\%+*

Verifier Learner

Test Set Bound

Evaluate Bound

Draw Examples

δ

Classifier C Choose C



� ^�LHC G\%+9

U0V @ #+9 4 )E;qGD> 6a! 1&9-C

lmV @ #+9 @ 9�;FL � 9HL�4 !$^&%+1

smV � >E>")&R � ;a8O)Ex�!0/t4 !$^&%+1

� V M���A �q4:) � 9�;�4 !$^&%+1

� V � )0R�]&Cy9 A:!$Rj] /P9�;F;HGc!$%(4 !$^&%+1

� >E>")&R � ;�8O)Ex�!0/�Q !$^&%+1?;

� � !$R 9�L�G\Rd9 ; LH#+9B#+!$Cy1 !$^�Le; 9�LdGJ; �����������
	�� ,.!0/�Cy9+) /5%?Go%+* V

� � !$R 9�L�G\Rd9 ; h 9�h�)&%�LZQ?!$^&%+1?;�LF!N*$^-GD1&9pCy9")=/z%?G\%+*


 @ / )?Go%�; 9�L Q !$^ %+1?;

� >�>+)&R � ;�8O)Ex�! / Q ! ^&%+1 GJ;eLH#+9a;qG\R�]&Cy9 ; L Lq/ )?G\%�; 9HLZQ !$^&%+1 V



Verifier Learner

m examples

Draw Training 
Examples

Evaluate Bound

"Prior", P(c)

classifier, c Choose c

δ
Occam’s Razor Bound Protocol

� >E>")&R � ;a8O)Ex�!0/�4 !$^&%+1

@ #+9E!0/P9-RTStY � >E>")&R � ;�8O)Ex�!0/�4 !$^&%"1 b n !0/�)0C C " ]=/ GD!0/�;�#��!� 
 ��! � 9-/`Lq#+9
>-CD)E;F;qGJI 9-/�; 
 _K,.!0/7)&C C �w_K,.!0/7)&C C � � � ��� 	  S

���� � � � ��� 
�� 
 � � 4 Go% � �
 � � ��� � 
 � � � � 	 � �
A !$Rj]=) /P9 heGJLq#�LF9 ; L ; 9�L Q?!$^&%+1mS � � ���!� 
 � V



� >E>")&R � ;a8 )ExE!0/t4 !$^&%+1mS�MO/P! !-,

@ 9 ; L ; 9�LZQ?!$^&%+1 

� 
 ���� � � � � 
 � � 4 Go% � �
 � � ���!� 
 � � � � 	 � � � � 
 �

� >E>")&R � ;a8 )ExE!0/t4 !$^&%+1mS�MO/P! !-,

@ 9 ; L ; 9�LZQ?!$^&%+1 

� 
 ���� � � � � 
�� � 4 Go% � �
�� � ���!� 
 � � ��� 	 � � � � 
 ��
9�* )�LF9�LF! *&9�L S
� 
 ���� � � � � 
���� 4 G\% � �
�� �����!� 
 � � ��� � ��� 
 �



� >E>")&R � ;a8 )ExE!0/t4 !$^&%+1mS�MO/P! !-,

@ 9 ; L ; 9�LZQ?!$^&%+1 

� 
 ���� � � � � 
 � � 4 Go% � �
 � � ���!� 
 � � ��� 	 � � � � 
 ��
9�* )�LF9�LF! *&9�L S
� 
 ���� � � � � 
 � � 4 G\% � �
 � �����!� 
 � � � � � ��� 
 �

�t]&]&C�� ^ %?GD!$%NQ !$^&%+1mS ��� ��� !0/�� � � ��� ��� � � ��� ��� � /29?]?9+)�LF9E1$C�� V
���� � � � � � 
�� 
���� 4 G\% � �
�� � ���!� 
 � � ��� �

�

���!� 
 � � �

� >E>")&R � ;a8 )ExE!0/t4 !$^&%+1mS�MO/P! !-,

@ 9 ; L ; 9�LZQ?!$^&%+1 

� 
 ���� � � � � 
�� � 4 Go% � �
�� � ���!� 
 � � ��� 	 � � � � 
 �

�
9�* )�LF9�LF! *&9�L S

� 
 ���� � � � � 
���� 4 G\% � �
�� �����!� 
 � � � � � ��� 
 �
�t]&]&C�� ^ %?GD!$%NQ !$^&%+1mS ��� ��� !0/�� � � ��� ��� � � ��� ��� � /29?]?9+)�LF9E1$C�� V

���� � � � � � 
�� 
���� 4 G\% � �
�� � ���!� 
 � � ��� �
�

���!� 
 � � �
�
9�* )�LF9 )+* )?Go%wLF!N*&9HLZ]=/2! !-, V

�
9
	�L�S W / )&]&#?GD>")&C ] /P! !-,



0

0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical Error Rate

Occam’s Razor Tail Cuts

cut

��)+>-# >-CD)E; ;qGJIK9?/7Gy;d) 4OG\%+!$RwG )&C heGJLq#B) 1 G �
9?/29?%�L ;qGyx�9�L )?G\C >-^�L V
� GJLq# #?Gc*$# ] /2!$Q=)0Q?GoC GJL��N%+!N9-/5/2! /:,5)&C C ;ZG\%T)0%��wL )?G\C V

 0

 0.1

 0.2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical Error Rate

Occam Bound Calculation

empirical error

@ #+9�>?#+!?; 9?% >?Cc)E; ;qGJIK9?/�#=)E;�)&%N^&%&g=%+!Ehi%jLq/5^+9�9-/5/2!0/�/ )�L 9 V



 0

 0.1

 0.2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

P
ro

ba
bi

lit
y

Empirical Error Rate

True Error Rate Bound

empirical error
true error bound

4
!$^&%+1 � Lq#+9 CD)=/2*&9 ; LtLq/z^+9a9?/z/P!0/7/ )�LF9d,.!0/ hi#?GD>-#�Lq#+9�!$QE;<9-/ �=)�L�GD!$%TGy;
%+!-L�G\%�Lq#+9ZL )?G\C V

� >E>")&R � ;a8O)Ex�!0/�4 !$^&%+1�8:9 ;�^&C L[; � 9�>=GJ;HGD!$% @ /29E9�;

� 3 ��s 1&9�>=Gy;qGD!$%�Lq/P9�9�� ]=/z^&%?G\%+*

� ] /P!$Q=)&Q?G\C GJL�� !-,�,5)?G\C ^&/P9 � � � ��� 	
� � Gy; >?/29�LF9�] /P!$Q&CJ9?R�;w,f/P!$R ��A 3t1 )�L<)&Q=)E; 9(!-,�6�)+>?#?G\%+9�' 9+) /5%?Go%+*
] /P!$Q&Cy9-R�; V

� 	 � ��� !-,X1 )EL ) ^E; 9�1�,.!0/:Lq/ )?G\%?Go%+*�; 9�L Q?!$^&%+1?;

��� ���	� � ��� @ / )?G\%�
 @ 9�; L ; ]&C GJL ,.!0/ LF9 ; L ;<9HL Q !$^&%+1?;

� 6 G\%?G\R�)&C ;<9-Cy9�>�L�GD!$% Q?G )E;



0

0.25

0.5

0.75

1

ad
ul

t
sh

ro
om

au
di

o
ba

la
nc

e
ca

r
vo

te
s

kr
kp

lu
ng

nu
rs

er
y

po
st

op
sh

ut
tle

so
yb

ea
n

ye
llo

w

T
ru

e 
er

ro
r 

(b
ou

nd
)

Learning Problem

Test Set Bound vs. Occam’s Razor Bound

' 9�, L Q=) / � #+!$Cy1&!$^�L Q !$^&%+1 _ /.GD*$#�L Q=)=/ � � >�>+)&R � ;�8O)Ex�! /t4 !$^&%+1

� ^�LHC G\%+9

U0V @ #+9 4 )E;qGD> 6a! 1&9-C

lmV @ #+9 @ 9�;FL � 9HL�4 !$^&%+1

smV�� >E>")&R � ;a8O)Ex�!0/t4 !$^&%+1

� V M���A �q4:) � 9�;�4 !$^&%+1

� V � )0R�]&Cy9 A:!$Rj] /P9�;F;HGc!$%(4 !$^&%+1



Verifier Learner

m examples

Draw Training 
Examples

Evaluate Bound

PAC−Bayes Bound

"Prior", P(c)

"Posterior", Q(c) Choose Q(c)

δ

M���A �q4:) � 9�;�4 !$^&%+1mSi4 )E;qGD> 	$^=)&%�L�GJL�GD9�;

� � ��� � ��� 
 � � ) � 9-/ )+*&9ZLq/5^+9w9?/z/P!0/

�� � ��� � ��� �
�� � ) �+9?/ )+*&9ZLH/ )?G\% 9-/5/2! /



M �7A � 4 ) � 9 ;�4
!$^&%+1mS @ #+9E!0/P9-R

@ #+9E!0/P9-RTS Y M���A � 4 ) ��9 ; 4
!$^&%+1 b n ! / )&C C " ]=/ GD!0/�;�# �!� 
 �v! �+9?/aLq#+9
>-CD)E;F;qGJI 9-/�; 
 _K,.!0/7)&C C �w_K,.!0/7)&C C � � � ��� 	  S

���� � � � �� � � � 
 � ��� ' � �� ����� � � � � � ' � � ��� ��� � � 	 ��� ���

� � 	�� �

hi#+9-/P9&S � ' � � ��� ��� � � � � � � 	 ��� �
	� � �
	

� ' �
� ��� � � � � �
	��� � �
	���� � �
	 � � �� � � , ! /�� � �
@ #+9p]=/2! !-, ^E;<9�;eLzh !�	$^-GD>?gTCy9-RjR�)E;

' 9?RjRZ) U S n ! /�)&C C �!� 
 �H_ , ! /7)&C C �w_K, ! /�)&C C � � ����� 	  S
���� � ��� 	 � � � � 	

��� � � � � � �
 � � � � � 	� 
 � 	�� �



' 9?RjRZ) U S n ! /�)&C C �!� 
 �H_ , ! /7)&C C �w_K, ! /�)&C C � � ����� 	  S
���� � ��� 	 � � � � 	

��� � � � � � �
�� � � � � 	� 
 � 	�� �
M /P! !-,FS

� 
 � � � � � 	
��� � � � � � �
�� � � �

�� ���� � � � � �
 � � �� � 	
��� � � � � � �
�� � �� � � � � 	

' 9?RjRZ) U S n ! /�)&C C �!� 
 �H_ , ! /7)&C C �w_K, ! /�)&C C � � ����� 	  S
���� � ��� 	 � � � � 	

��� � � � � � �
�� � � � � 	� 
 � 	�� �
M /P! !-,FS

� 
 � � � � � 	
��� � � � � � �
�� � � �

�� ���� � � � � �
 � � �� � 	
��� � � � � � �
 � � �� � � � � 	


 ��� � � � � � � � 	
��� � � � � � �
�� � � � � 	



' 9?RjRZ) U S n ! /�)&C C �!� 
 �H_ , ! /7)&C C �w_K, ! /�)&C C � � ����� 	  S
���� � ��� 	 � � � � 	

��� � � � � � �
 � � � � � 	� 
 � 	�� �
M /P! !-,FS
� 
 � � � � � 	

��� � � ��� � �
 � � � �
�� ���� � � � � �
 � � �� � 	

��� � � � � � �
�� � �� � � � � 	

 ��� � � � � � � � 	

��� � � � � � �
 � � � � � 	
��; 9ZLq#+9 6j) /5g�! �pG\%+9 	$^=)&C GJL�� Y � � � _ � � � � _ 
 ��� ��� ��� � � � � b S

� � ���� � � � 	 � � � � 	
��� � � � � � �
�� � � � � 	� 
 � �


 Cy9-RjR�)

' 9?RjRZ) l S n ! /�)&C C � � 
 ��S
�������
	�� 
����� ��� � ���� � 	

� � � ' � �� � ��� � � �



' 9?RjRZ) l S n ! /�)&C C � � 
 ��S
�������
	�� 
����� ��� � � �� � 	

� � � ' � �� � ��� � � �
M /P! !-,FS �� � � � � �
	 �	 �� �
�� 
 � � �� �� � � � � � 	 ��� 
�� �� ���

� � � ���
� �
�� �
	 	
�� � � 	 � �
�� � �
	 	

	�� 
���� � � � ��� �
	 	 �� �
�� 
�

' 9?RjRZ) l S n ! /�)&C C � � 
 ��S
�������
	�� 
��� � ��� � � �� � 	

� � � ' � �� � ��� � � �
M /P! !-,FS �� � � � � �
	 �	 �� �
�� 
 � � �� �� � � � � � 	 ��� 
�� �� � �

� � � ���
� �
�� �
	 	
 � � � 	 � �
�� � �
	 	

	�� 
 � � � � � ��� �
	 	 �� �
�� 
�
 "9?%E; 9?% � ;ZG\%+9 	$^=)&C GJL��NY 	 >�!$%+>") � 9 
 � 	���� � � 	�� � � � b�S
� � ���

� �
�� �
	 	
 � � � 	 � �
�� � �
	 	
	 � 
 � � � �� � � 	 	� � � � 	 � �� � � � 	 	

	�� � �



' 9?RjRZ) l S n ! /�)&C C � � 
 ��S
�������
	�� 
��� � ��� � ���� � 	

� � � ' � �� � ��� � � �
M /P! !-,FS �� � � � � �
	 �	 �� �
�� 
 � � �� �� � � � � � 	 ��� 
�� �� ���

� � � ���
� �
�� �
	 	
 � � � 	 � �
�� � �
	 	

	�� 
 � � � � � ��� �
	 	 �� �
�� 
�
 "9?%E; 9?% � ;ZG\%+9 	$^=)&C GJL��NY 	 >�!$%+>") � 9 
 � 	���� � � 	�� � � � b�S
� � ���

� �
 � �
	 	
 � � � 	 � �
 � � �
	 	
	 � 
 � � � �� � � 	 	� � � � 	 � �� � � � 	 	

	�� � �
)&%+1

� � ��� �
	 	 �� �
�� 
� � � � ��� �
	 � ��� ���� � 	� � � � � � ��� � �
�� �� ��� � �� � �
 Cy9-RjR�)

M �7A �q4 ) � 9 ;�Q !$^&%+1mS�MO/P! !-,

' 9�L
�
	 � 
 � �

	
��� � � � � � �
 � � � � � � �

�
� � ��� � � �� � 	 �!� 
 �



M �7A �q4 ) � 9 ;�Q !$^&%+1mS�MO/P! !-,

' 9�L
� 	 � 
 � �

	
��� � � � � � �
�� � � � � � �

�
� � ��� � � �� � 	 �!� 
 �

 � � � ' � � ��� � 	 � � � � � � � 	 � � 
 ��!� 
 � ���� � � � � �
�� � � � � � 	

� � � � � � � �
 � �
� � ' � � ��� ��� � � � � � �
	 	

��� � � � � � �
�� � � �
	 � � � � 	
��� � � � � � �
�� �

M �7A �q4 ) � 9 ;�Q !$^&%+1mS�MO/P! !-,

' 9�L
� 	 � 
 � �

	
��� � � � � � �
�� � � � � � �

�
� � ��� � � �� � 	 �!� 
 �

 � � � ' � � ��� � 	 � � � � � � � 	 � � 
 ��!� 
 � ���� � � � � �
�� � � � � � 	

� � � � ��� � �
�� �
� � ' � � ��� ��� � � � � � �
	 	

��� � � � � � �
�� � � �
	 � � � � 	
��� � � � � � �
�� �


 � � ��� �
	 	
��� � � � � � �
�� � � � ' � � ��� ��� � �
	 � � � � 	

��� � � � � � �
�� �
' 9-RjR�) U � l 
�] /P! !-,



M �7A �q4 ) � 9�;�4 !$^&%+1mS � ]&]&C GD>")EL�Gc!$%

3�;eLq#+9pM���A � 4 ) � 9�;aQ ! ^&%+1�L�GD*$#�Le9?%+!$^+*$#�LF!vQ 9B^E; 9�,k^&C �

�t]&]&C GD>+)�L�GD!$% S�LH/z^+9w9?/z/P!0/�Q !$^&%+1?;�,.! / � ^&]&] !0/�L ��9�>�LF!0/ 6�)+>-#?G\%+9�; V

A�CD)E;F;HG I 9-/:,.!0/5R S


 ��� � � ;HGc*$% ������ �� �

�tC ; ! %+!-LF90S � ! /zg Q � 6�)�L[L�G )E; � 9E9�*&9?/ )&]&]&C �?G\%+* LF! W )&^E; ;qG )&% MO/P! �
>�9�; ; 9 ; V

M �7A �q4 ) � 9�;�6�) /P* G\% Q !$^&%+1

�� ��� � � �	�� �


���
� � ��
�� � � >-^&Rj^&CD)�L�G
�+9a1 Gy; Lq/.GoQ&^�L Gc!$%T!-,�) W )&^E; ;qG )&%

� � �� � � � � � � � � 	 ����� � ��� 	 ��� � � hi#+9?/29�I /�; L 1 Go/P9�>�L�GD!$%T] )=/ )0C Cy9-C L ! ��

� � �������� � 
��������
��� �� ������� �� ��� � %+!0/5RZ)0C Gyx�9�1 R�) /P* G\%

�� � �� � � � � � � �����

� � �� � ��� � ���� � � � � ; L ! >?#=)E; L�GD>w9-/5/2!0/�/ )�LF9

A !0/P!$C Cc)=/ � S Y M �7A � 4 ) � 9 ; 6�) /P* G\% 4 !$^&%+1 b n !0/ )&C C:1 GJ;FLq/.GoQ&^�L Gc!$%E; �w_
, ! /�)&C C � � ����� 	  S
���� � ��� ��

� � �� � � � � ��� ' � �� � �� � � � � ��� � � �� � � � � � � � 

�
� �
	 � � ���


��
� � 	 � �



M��7A �q4:) � 9�;�6�)=/2* G\% 4 !$^ %+1mSiMO/2! !-,

� L )=/uL h�G Lq# M���A � 4 ) ��9 ;aQ?!$^&%+1mS

� �!� 
 � ���� � � � �� � � � 
 � � � ' � �� � ��� � � � � � ' � � ��� ��� � �
	 � � ���

� � 	 � �

� 9HL � � � � ��� 	 ���

� � �� � � � � � � � � 	 � � � � ��� 	 ��� � � heGJLq#�I /�;FLe1 Go/P9�>�L�GD!$% ]=)=/ )&C CD)&C L ! ��

W )&^E;F;qG )&%�
 >E! ! /21 G\%=)�LF9�; �E;FLF9-R /29E!0/.Gc9?%�L )&Q&Cy9

 � ' � � ��� � � � � ' � � ����� 	 � � � � ��� � � ��� 	 � � � � � ��� ' � � � � �
	 � ��� � � ��� 	 � �

� � ��

w ’

w ’

w ’

x
xw ’ w ’

x

x

x w ’ x

w ’

w ’

w

. = . .+

∼Ν(0,1)

µ∼Ν(  ,1) ~Q

�� � �� � � � � � � ��	��

� � � �� � � � � �� � � 	 � � � �� ;qGD*$% � �� � � �� � �
� � ��	��

� � � � � ��� ��� � � � � 	 � � �� ��� � � � � 	 � � � � � � ��� � ��� � �

� � � � � � � �
��; 9B] /P!$] 9-/�L�GD9�;r!-, W )&^E;F;qG )&%E;eLF!pI %-Gy; #N] /P! !-,



M��7A �q4 ) � 9�;�6�)=/P* G\% ] /P! !=,FSXLq#+9�9?%+1

� � ��	��

� � ��� � ��� � � � � 	 � � �� ��� � � � � 	 �
�� � ��� � ��� � � � � � � � �� ��� 
�

@ #+9a; ^&R !-,�Lzh ! W )&^E;F;qG )&%E;ZGy;d) W )&^E;F;HG )&% 

� � �����

� � � � ��� 	 � � � � � 
 �� 
 � � 
 � � � � � � ��� �
� � ���� 

� � � � ��� � � � 
� �
	��� 
 � 
 � � � � � � � ��� �

� � �����

� � �� � ��� � ���� � � �
 A:!0/2!$C CD) / �

M��7A �q4 ) � 9�;"S �t]&]&C GD>")�L Gc!$%�LF! � �e6

� �e6 >?Cc)E; ;qGJIK9?/ S


 ��� � � ;qGD*$%
�� ��� ��� � � � ��� � ��� � 
�

� Gy;d) g 9-/5%+9-C 
 � �� � � ��� � � � � � �� ��� � � � �� � � � ; !mS
�� � �� � � �� ��� � � � ��� � ��� � ���� �� � � � � � � � � � � ��� � � � � �


 � ����� � � �
� �� ��� � � � ��� � ��� �� � � ����� � � � � �� � � ��� � � � � � � � ��� � � � � �


 6�)=/2* G\% Q !$^&%+1()&]&]&C GD9�;eLF!�;�^&]&] !0/�L �+9E>HLF! /�RZ) >-#?G\%+9�; V ;



M��7A �q4 ) � 9�;�6�)=/P* G\%(4 !$^&%+1�8 9 ;�^&C L[;

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

liver bostonpima ion sonar dig1 dig2 adult

er
ro

r 
ra

te

problem

test set errors
test set bound
margin bound

7/10 margin

� ^�LHC G\%+9

U0V @ #+9 4 )E;qGD> 6a! 1&9-C

lmV @ #+9 @ 9�;FL � 9HL�4 !$^&%+1

smV�� >E>")&R � ;a8O)Ex�!0/t4 !$^&%+1

� V M���A �q4:) � 9�;�4 !$^&%+1

� V � )0R�]&Cy9 A:!$Rj] /P9�;F;HGc!$%(4 !$^&%+1



� )&Rj]&CJ9TA !$Rj] /P9�; ;qGD!$% 4 !$^&%+1mSi4 )E;HGc> � ^ )0%�L�GJL�Gc9 ;
� � Cy9+) /5%?Go%+*()&Cy*&!0/.G Lq#&R

����� � � ;�^&QE;<9HLi!-,�Lq/ )?G\%?Go%+*p; 9�L V

@ #+9(Gc1&9+) SaGJ,�h 9 g=%+9�h ��� G\% )+1 �-)&%+>�9 Lq#=)�L � � ��� h !$^&Cy1�)+>�L�)E;�)
LF9�;FL ; 9HL V � 9w1&!$%�� L�g=%+!Eh � � G\%T)+1 �-)&%+>�9�;<!BLH#+9pQ?!$^&%+1 Gy;aCy! !?;<9-/ V

Verifier Learner

m examples

Draw Training 
Examples

Evaluate Bound

δ

Choose Subset
S’, c=A(S’)

Subset S’

For c=A(S’)

Sample Compression Bound



� )&Rj]&CJ9TA !$Rj]=/29 ;F;qGD!$% 4 ! ^&%+1mS @ #+9�!0/P9-R

@ #+9E!0/P9-RTS Y � )&Rj]&Cy9 A:!$R�]=/29 ;F;qGD!$% 4
!$^&%+1 b n ! /r)&C C:)&Cy*&!0/.GJLq#&R�; � _
, ! /�)&C C 1 Gy; LH/ G\Q&^�L�GD!$%E; �w_K,.!0/7)&C C � � � ��� 	  S
���� � � � ��

� � � � � � heGJLq# 
 � � � � � � � 
�� � 4 G\%
��
� �
 � � � � � �

� � �� � � � �

��
�

��
� � 	 � �

� )&Rj]&CJ9TA !$Rj] /P9�; ;qGD!$% 4 !$^&%+1mSeMO/P! !-,

Y �
!-LF9�Lq#=)�L � � Gy;a^&%=)&RjQ?Gc*$^+!$^E;aQ 9H,.!0/P9 � GJ;r1$/ ) hi%=b

� � � � � heGJLq# 
 � � � � � � � ���� � � � ��
� 
�� � 4 G\%

��
� �
 � � � � � �

� � �� � � � � � �

��
�

��
� � 	 � �

� � �� � � � � � �



� )&Rj]&CJ9TA !$Rj] /P9�; ;qGD!$% 4 !$^&%+1mSeMO/P! !-,

Y �
!-LF9�Lq#=)�L ��� Gy;a^&%=)&RjQ?Gc*$^+!$^E;aQ 9H,.!0/P9 � GJ;r1$/ ) hi%=b

� � � � � heGJLq# 
 � � � � � � � ���� � ��� ��
� 
 � � 4 G\%

��
� �
 � � � � � �

� � �� � � � � � �

��
�

��
� � 	 � �

� � �� � � � � � ��
9E* )�LF9ZLF!N*&9HL�S

� � � � � heGJLq# 
 � � � � � � � ���� � � � ��
� 
 � � 4 G\%

��
� �
 � � � � � �

� � �� � � � � � �

��
�

��
� � �

� � �� � � � � � �

� )&Rj]&CJ9TA !$Rj] /P9�; ;qGD!$% 4 !$^&%+1mSeMO/P! !-,

Y �
!-LF9�Lq#=)�L ��� Gy;a^&%=)&RjQ?Gc*$^+!$^E;aQ 9H,.!0/P9 � GJ;r1$/ ) hi%=b

� � � � � heGJLq# 
 � � � � � � � ���� � ��� ��
� 
 � � 4 G\%

��
� �
 � � � � � �

� � �� � � � � � �

��
�

��
� � 	 � �

� � �� � � � � � ��
9E* )�LF9ZLF!N*&9HL�S

� � � � � heGJLq# 
 � � � � � � � ���� � � � ��
� 
���� 4 G\%

��
� �
 � � � � � �

� � �� � � � � � �

 �
�

 �
� � �

� � �� � � � � � ���; 9B^&%?GD!$%NQ !$^&%+1 Y ��� ��� ! /�� � � ��� ��� � � ��� ��� � b�! � 9-/ 9")+>?# ���

 ���� � � � ��

� ��� � � � heG LH# 
 � � � � � � � 
���� 4 G\%
��
� �
 � � � � � �

� � �� � � � � � �

 �
�

 �
� � �



� )&Rj]&CJ9TA !$Rj] /P9�; ;qGD!$% 4 !$^&%+1mSeMO/P! !-,

Y �
!-LF9�Lq#=)�L ��� Gy;a^&%=)&RjQ?Gc*$^+!$^E;aQ 9H,.!0/P9 � GJ;r1$/ ) hi%=b

� � � � � heGJLq# 
 � � � � � � � ���� � � � ��
� 
 � � 4 G\%

��
� �
 � � � � � �

� � �� � � � � � �

��
�

��
� � 	 � �

� � �� � � � � � ��
9E* )�LF9ZLF!N*&9HL�S

� � � � � heGJLq# 
 � � � � � � � ���� � � � ��
� 
���� 4 G\%

��
� �
 � � � � � �

� � �� � � � � � �

��
�

��
� � �

� � �� � � � � � ���; 9B^&%?GD!$%NQ !$^&%+1 Y ��� ��� ! /�� � � ��� ��� � � ��� ��� � b�! � 9-/ 9")+>?# � �

 ���� � ��� ��

� ��� � � � heG LH# 
 � � � � � � � 
 � � 4 G\%
��
� �
 � � � � � �

� � �� � � � � � �

��
�

��
� � �

�
9�* )�LF9 )+* )?Go%�
 LH#+9�!0/P9-R

� )&Rj]&CJ9TA !$Rj]=/29 ;F;qGD!$% 4 !$^&%+1 �t]&]&C GD>+)�L�GD!$% S � ^&]&] !0/�L � 9E>HLF! /
6�)+>?#?Go%+9 ;

3 , � � � ;<9HLe!-,7; ^&]&]?! /uL �+9E>HLF! /�;eLH#=)&% � � � � � � � � � � V

� !Eh hX9?C C$1&! 9�;iLH#+9�;�)&Rj]&Cy9j>E!$Rj] /29 ;F;HGc!$%(Q !$^&%+1Nh !0/5gaheG LH#�) ;�^&]
�
]?! /uL �+9E>HLF! / R�)+>-#?G\%+9 �

�
!-LF9 h !0/5g Q � 6�)=/ GD! 6�)=/2>?#=)&%+1 )&%+1  +!$#&% � #=)qhX9 � @ ) �0Cy!0/ ^E;qG\%+*
� )&Rj]&CJ9 A:!$Rj] /29 ;F;HGc!$% Q !$^&%+1 �-) /.G )&%�L ,.!0/ " � 9�L�A:! �+9-/.G\%+*v6j)+>-#?G\%+9 # V



 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

liver bostonpima ion sonar dig1 dig2 adult

er
ro

r 
ra

te

problem

test set errors
test set bound

compression bound

� )&Rj]&Cy9 A:! Rj]=/29 ;F;qGD!$%(4
!$^&%+1�8:9 ;�^&C L[;

�t%E; h 9-/kS � )&Rj] Cy9TA !$Rj] /P9�; ;qGD!$% Q !$^&%+1v%+!-L �+9?/ ��L�Gc*$#�L�!$% � �e6 V

� #�� %+!-L �

@ #+9 � �e6 CJ9+) /5%?G\%+*B)0CJ*&! / GJLq#&R )+>?#?Gc9 �+9 ; � G\%+> GD1&9?%�L )&C � ;�]=)=/�;HG L��T/ )�Lq#+9?/
Lq#=)&% !$]�L�G\RaGyx G\%+*B,.!0/ GJLe9
	&]&C GD> GJLqC �NY[G\% >�!$%�Lq/ )E; L LF!pLq#+9pR�) /P* G\%=b V



A:!$%+>-C ^E;qGD!$%

U0V ��;<9p/29+)&C >E!$%�IK1&9?%+>�9TG\%�LF9-/ �=)&C ; L ! >E!$R�]=)=/29w>-CD)E;F;HG I 9?/�; V

lmV @ 9�;FL ;<9HL Q !$^&%+1�� 9-/ ��;qG\Rj]&CJ9 V

smV @ / ) Go%j; 9�L Q?!$^&%+1?;�!$%�Lq#+9�Lq#&/29 ;�#+!$Cy1N!-, 	$^=)&%�L�GJL )�L�G
�+9?C�� ^E; 9�,f^&C V

A ! 1&9�,.!0/�Q !$^&%+1N>")&Cy>?^&Cc)�L Gc!$%T)�L S

#�LfLq] S 
 
 h�h�h � lmV > ; V >?Rj^ V 9�1$^�
����[>-C 
 ] /P!&*$/ )&R�; 
 Q !$^&%+1 
 Q?!$^&%+1 V #�LqRjC


