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Rezumat: 
 
In this paper we introduce undirected Pk-graphs and undirected Qk-graphs, 

two generalizations of P-graphs. The main results of this research describe the 
minimum number of edges of  such graphs. We also characterize the density of such 
graphs relative to the entire set of graphs. A similar density result is proved for 
matrix labyrinths which have the property that one can find an exit path from any 
given position. 
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1. INTRODUCERE 
 

Această lucrare extinde noţiunea de P-graf [4] relativ la grafuri neorientate. 
Generalizarea a fost realizată în două direcţii. Astfel, au fost introduse noţiunile de 
Pk-graf neorientat şi cea de Qk-graf. La început se prezintă un rezultat ce 
caracterizează conexitatea Pk-grafurilor, apoi o inegalitate asupra gradelor 
vârfurilor unui astfel de graf, inegalitate care conduce la determinarea unei margini 
inferioare pentru numărul de muchii ale unui Pk-graf. Se demonstrează o propoziţie 
ce face trecerea de la Pk-grafuri la Pk+1-grafuri, propoziţie care permite 
determinarea unei margini superioare a numărului minim de muchii pe care îl are 
un Pk-graf cu număr fixat de vârfuri. Acest număr este determinat efectiv pentru 
două tipuri particulare de astfel de Pk-grafuri.  

Pornind de la două rezultate din [2], care estimează numărul grafurilor de 
diametru egal cu doi şi număr fixat de vârfuri şi dau o relaţie de recurenţă pentru 
calculul numărului grafurilor conexe cu număr fixat de vârfuri, se obţine o estimare 
a numărului de Pk-grafuri (şi implicit de P-grafuri, care sunt privite ca tipuri 
particulare de Pk-grafuri ) când numărul de vârfuri tinde la infinit.  

Cea de-a doua generalizare a noţiunii de P-graf se referă la Qk-grafuri. Se 
prezintă o încadrare a numărului minim de muchii pe care le poate avea un Qk-graf 
cu număr fixat de vârfuri, precum şi o teoremă de caracterizare a conexităţii acestor 
grafuri. Ultima teoremă referitoare la Qk-grafuri dă o estimare a numărului 
acestora când numărul de vârfuri tinde la infinit. 
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  Ca o completare la teoremele de estimare prezentate, sunt date câteva 
noţiuni despre labirinturile matriciale, se face asocierea acestor labirinturi cu 
grafuri neorientate şi este prezentat un rezultat asupra numărului acelor labirinturi 
care au proprietatea că oricum am plasa o persoană în interior, ea poate ieşi din 
labirint. Articolul se incheie cu un rezumat si sugestii pentru cercetari ulterioare. 

 
2. Pk GRAFURI 

 
Prima generalizare a notiunii de P-graf se refera la numarul de varfuri care 

au un nod comun: 
 
Definiţie 1. Fie G(V,E) un graf neorientat. Spunem că k-upletul  de vârfuri 
distincte din V(G) are proprietatea Pk dacă există un vârf y al grafului G, diferit de 
x1, x2,…, xk, cu proprietatea ca y este adiacent cu x1, x2,…, xk. Spunem că G 
este un Pk-graf dacă oricum am alege

 

1 2, ,..., kx x x  vârfuri distincte ale lui G, atunci 
k-upletul ( 1 2, ,..., k )x x x  are proprietatea Pk. In particular, pentru k=2, obtinem 
definitia unui P-graf [4]. 
 
Observaţia 1. Pentru orice k şi orice n numere naturale, unde n≥ k+1, există Pk-
grafuri cu n vârfuri şi există grafuri cu n vârfuri care nu sunt Pk-grafuri. Pentru a 
vedea acest fapt este suficient să considerăm graful complet Kn în primul caz şi un 
graf cu n vârfuri şi fără muchii în cel de-al doilea caz.  
   
Definiţie 2. Notăm cu ( )ka n numărul minim de muchii ale unui Pk-graf. In 
particular, pentru k=2, numarul minim de muchii al unui P-graf este  
( ) ( )2a n a n= . 

 
Propoziţie 1. Fie G(V,E) un Pk-graf. Atunci G este 1k − vârf conex. 
 
Demonstraţie: 
 

Fie G1 graful obţinut din G prin suprimarea a s vârfuri unde s ≤ k–2. 
Fie 1 2, ,..., sx x x

1s

vârfurile suprimate. Fie x şi y două vârfuri ale lui G1 alese arbitrar. 
Punem x x+ = şi 2sx y+ = . Alegem 3,...,s kx x+  diferite două câte două şi diferite 
de 1 2, ,..., 2sx x x + .  Deoarece G este Pk-graf, k-upletul ( )1 2, ,..., kx x x are proprietatea 
Pk, deci există un vârf z diferit de 1 2, ,..., kx x x  cu proprietatea că z este adiacent cu 

1 2, ,..., kx x x . Deducem de aici că z este vârf pentru G1.  
În concluzie între x şi y în G1 există un lanţ format din muchiile xz şi zy. 

Cum x şi y sunt două vârfuri oarecare ale lui G1, rezultă G1 graf conex, deci G este 
k–1 vârf conex.                                                                                                           
 



Propoziţia 2. Fie G(V,E) un Pk-graf şi x un vârf din V(G). Atunci ( )Gd x k≥ . 
 
Demonstraţie: 
 

Presupunem prin absurd că ( ) 1Gd x k≥ − . Fie 1 2, ,..., sx x x  vârfurile 
adiacente cu x, unde ( )Gs d x= . Punem 1sx x+ = . Alegem 2,...,s kx x+ diferite două 
câte două şi diferite de 1 2, 1,..., sx x x + Deoarece G este Pk-graf, k-
upletul ( )1 2, ,..., kx x x

1 2 ,..., k

 are proprietatea Pk , deci există un vârf y diferit 
de ,x x x , cu proprietatea că y este adiacent cu 1 2, ,..., kx x x . Implicit rezultă y 
adiacent cu x, ceea ce reprezintă o contradicţie, căci x este adiacent doar cu 

1 2, ,..., sx x x . În concluzie, presupunerea făcută iniţial este falsă, deci ( )Gd x k≥ .   
 

Corolar 1. Dacă G(V,E) este un Pk-graf cu n vârfuri, atunci ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≥

2
|)(| knGE . 

Demonstraţie: 
 
Este cunoscută relaţia:

( )
( ) 2 | ( ) |G

x V G
d x E G

∈

=∑ . 

Din Propoziţia 2 rezultă , ceea ce implică nkGE ≥|)(|2 ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≥

2
|)(| nkGE .            

 
Propoziţia 3.  
a) Fie G(V,E) un Pk+1-graf şi x un vârf al său. Fie G1 graful obţinut din G prin 
suprimarea vârfului x şi a muchiilor incidente acestuia. Atunci G1 este un Pk-graf. 
b) Fie G(V,E) un Pk-graf şi G1 graful obţinut din G prin adăugarea unui nou vârf x 
pe care îl unim prin muchii cu toate vârfurile lui G. Atunci G1 este un Pk+1-graf. 
 
Demonstraţie: 
 
a) Fie 1 2, ,..., kx x x  vârfuri arbitrare ale lui G1. Punem 1kx x+ = . Deoarece G este 

Pk+1-graf, există un vârf y diferit de cele 1k +  şi cu proprietatea că y este 
adiacent cu toate cele 1k + vârfuri. În particular y este diferit de x, deci y ∈ 
V(G1). Înseamnă că ( )1 2, ,..., kx x x are proprietatea Pk. Cum 1 2, ,..., kx x x sunt 
vârfuri ale lui G1 arbitrar alese, deducem că G1 este un Pk-graf. 

 
b) Fie 1 2 1, ,..., kx x x + vârfuri arbitrare ale lui G1. Deosebim două cazuri: 
(i) ( )1 2 1, ,..., kx x x x +∉ . În acest caz ( )1 2 1, ,..., kx x x + are proprietatea Pk+1 

deoarece x este adiacent cu toate cele 1k +  vârfuri. 
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(ii) { }1 2 1, ,..., kx x x x +∈ . Putem presupune 1kx x += . Deoarece G este Pk-graf, 
există un vârf y în G adiacent cu , ,..., k1 2x x x . Atunci, din construcţia lui 
G1, y este adiacent şi cu x. Deci y este adiacent cu 1 2 1, ,..., kx x x +  şi, în 
concluzie, 1k + -upletul ( )1 2, ,...,x x 1kx +  are proprietatea Pk+1. 

 
Din analiza cazurilor (i) şi (ii) se deduce ca ( )1 2 1, ,..., kx x x +  are proprietatea 

Pk+1, deci G1 este un Pk+1-graf.                                                                                   
              
Teorema 1. Pentru k şi n două numere naturale astfel încat , are loc 

urmatoarea inegalitate: 

1n k≥ +
( )( )2 1

( ) 1.
2 2k

n k k n ka n
− − −⎡ ⎤≤ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Demonstraţie: 
 

Fie G(V,E) un Pk-graf cu n vârfuri şi ( )ka n  muchii. Fie G1 graful obţinut 
prin adăugarea unui nou vârf care se uneşte prin muchii cu toate vârfurile lui G. 
Conform propozitiei 3, avem ( )| ( ) | kE G a n n= +  şi G1 este un Pk+1-graf. Deoarece 

( )1 | ( ) |ka n E G+ ≤ 1 , deducem 

( ) ( )1k ka n a n+ ≤ + n  pentru orice k, n numere naturale cu .  1n k≥ +
Obţinem astfel şirul de inegalităţi următor: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 21 1 ... 2 1 ... 2k ka n a n n a n k n n k−≤ − + − ≤ ≤ − − + − + + − −  
Deci 

( )( )
2

12)2(
2

)2(1))2(()( −−
+−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−

+−−−≤
kkknknknnak  sau, mai 

concis, 
( )( ) .1

22
12)( +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

+
−−

≤
knkknnak                                                                    

 
Propozitia 4. Pentru a) 1n k= +  sau b) 2n k= + , în Teorema 1 avem chiar 
egalitate. 
 
Demonstraţie: 
 
a) Fie x şi y două vârfuri distincte ale unui Pk-graf G cu 1n k= +  vârfuri. Atunci k-
upletul ( )1 2, ,..., kx y x x=

.., k

are proprietatea Pk, deci există un vârf z diferit de 

1 2, ,.x x x , cu proprietatea că z este adiacent cu 1 2, ,..., kx x x .  



Deoarece ( )V G 1k= + , singura posibilitate este z = x. Deducem x şi y adiacente. 
Cum x şi y au fost arbitrar alese, rezultă G izomorf cu graful complet Kn care are 

( )( ) ( )( ) 1
22

12
2

1|)(| +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+
−−

=
+

=
knkknkkKE n  vârfuri. Pentru a deduce 

egalitatea am folosit 1n k= + . 
b) Fie G un Pk-graf cu 2n k= + vârfuri şi ( )ka n  muchii. Din inegalitatea din 
Teorema 1 deducem 

( )( ) .1
2

32 + kk1
2

2)( 2
2 −==+⎥⎦

⎤−−
≤ +kk Ckkknna

2
1

⎢⎣
⎡ −

+
n

  

Din ultima inegalitate rezultă că există x şi y două vârfuri distincte ale lui G 
astfel încat ( )E Gxy∉ .  

Considerăm z un vârf diferit de x şi y. Vom arata că z este adiacent cu toate 
celelalte vârfuri ale lui G. Deoarece G este un Pk-graf, k-upletul ( )1 2, ,..., kx y x x=  
unde x şi z nu apar în k-uplet, are proprietatea Pk, deci există un vârf u diferit de 

1 2, ,..., kx x x  cu proprietatea ca u este adiacent cu 1 2, ,..., kx x x . 
Deoarece ( )V G 2k= + , singurele variante ar fi u = x sau u = z. 

Prima variantă nu este posibilă deoarece x şi 1y x= nu sunt adiacente. 
 Deci u = z, ceea ce implică z adiacent cu toate celelalte vârfuri, mai puţin 
cu x. Printr-un raţionament analog se poate arăta ca z adiacent cu toate celelalte 
vârfuri, mai puţin cu y.  

În concluzie, z este adiacent cu toate celelalte 1k +  vârfuri. Deoarece z a 
fost ales arbitrar, rezulta G izomorf cu un graf care se obţine din Kn prin 
suprimarea unei muchii. Cum acest graf are chiar muchii, obţinem 
egalitate în Teorema 1.                                                                                               

1−2
2+kC

 
Corolar 2. Pentru 2n k= + structura Pk- grafului minimal cu n vârfuri este unică.  
Rezultă din demonstraţia Propoziţiei 4, punctul b). 
 
Teorema 2. Pentru k şi n două numere naturale, astfel încât , are loc 
următoarea inegalitate:  

1n k≥ +

( )( )
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡ −+

≥
2

11)( nknak . 

 
Demonstraţie: 
 

Fie G(V,E) un Pk-graf cu n vârfuri şi ( )ka n  muchii iar x un vârf al său. Fie 

( )Gd d x= şi { }1,...,x dA x x=  mulţimea vârfurilor adiacente cu x. Vom arăta 
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că 1x este adiacent cu cel puţin 1k −  vârfuri din mulţimea xA . Fie s numărul de 
vârfuri din xA adiacente cu 1x . Putem presupune că 1x  este adiacent cu 2 1,..., sx x + .  

Dacă 1s k< − , atunci, deoarece G este un Pk-graf, k-
upletul ( )1 2, x 1,..., kx,x x −   (unde 2 ,..., 1sx kx+ −  sunt arbitrar alese (conform  
propoziţiei 2, ), astfel încât să fie distincte între ele şi distincte ded k≥ 1 1,..., sx x +

1

) 
are proprietatea Pk. Astfel, există un vârf y adiacent cu 1 2, ,., .., kx x x x − . Deoarece y 
este adiacent cu x, implică xy A∈ . Deoarece y este diferit de 2 ,...,x 1sx +  şi y este 
adiacent cu 1x , ajungem la o contradicţie.  

În concluzie, presupunerea ca 1s k< −  este falsă, deci 1x este adiacent cu 
cel puţin  vârfuri din mulţimea 1−k xA .                                        
 
Observaţia 2. În mod analog se poate arăta că oricare ix  in d xA e e adiacent cu cel 
putin 1k − furi din

st

xA .  vâr
 
Observaţia 3. Orice vârf din V(G)\( xA )\{x} este adiacent cu cel puţin un vârf 
din xA . 

 Pentru a demonstra acest fapt să considerăm y ∈ V(G)\( xA )\{x} şi  
( )1 2 ,..., k x k-upletul ,x x x de vârfuri distincte din V(G) cu 1x=  şi 2y x= . Deoarece 

G este Pk-graf, deducem că există un vârf z diferit de 1 2, ,..., kx x x , cu proprietatea 
că z este adiacent cu 1 2 k,x ,...,x x . Implicit z este adiacent şi cu 1x x= , deci xz∈ A . 
Vârful y este adiacent cu z deoarece 2y x= . 

 În concluzie, orice vârf din V(G)\( xA )\{x} este adiacent cu cel puţin un 
vârf din xA . Cu aceasta, observaţia este complet demonstrată. 

|2( ExdG |)(G) =În continuare vom folosi relaţia 
)(GVx

∑
∈

.  

Aplicând observaţiile 2, 3 şi propoziţia 2, obţinem:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1+n   11122 −−+−++≥ ddnndGE 1 + k = k+ k− d  

2d apare în momentul când numărăm muchiile dintre x şi xA , n- d+1 apare când 
numărăm muchiile ce pleacă din xA către V(G)\( xA )\{x}(conform observaţiei 3), 
k(n–d+1) apare din faptul că orice vârf din V(G)\( xA )\{x} are gradul cel puţin k 
(conform propoziţiei 2), iar (k-1)d apare când numărăm muchiile care pleacă 
din xA  tot în xA (conform observaţiei 2).  Din ultima inegalitate deducem: 

                                              
( )( )
⎢
⎡ −+1 nk

k ⎥⎥
⎤1

≥)(n
⎢ 2

a                                              
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Din cele demonstrate mai sus obţinem dubla inegalitate: 
 
 

( )( ) ( )( )1 1 2 1
( ) 1.

2 2k
k n n k k n ka n

⎡ ⎤+ − − − −⎡ ⎤
2

≤ ≤ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
 +

Corolar 3.                     

 

( ) 1 .
2
na n n ⎡ ⎤= − + ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Demon

“moristii” au o muchie comuna. Evident, un graf morisca este un P-graf si are 

straţie: 
Sa consideram un graf “morisca” (A-graf sau B-graf definit in [4]) in care 

un varf (centru) este conectat cu celelalte varfuri iar acestea au fiecare gradul 2 
(sunt conectate in perechi). In cazul cand n este par, doua palete ale  

⎥⎦⎢⎣2
⎤⎡+−1 nn  muchii, ceea ce implica .

2⎥⎦⎢⎣
1)( ⎤⎡+−≤

nnna   

Conform teoremei anterioare, putem deduce următoarea inegalitate: 
( )( ) .

2
1

2
11

2
112)()( 2 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡+−=⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡ −

+−=⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡ −+

≥=
nnnnnnana   

Am folosit următoarea egalitate evidentă: ⎡ ⎤ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

2
1xx .  

Din cele două inegalităţi deducem că .
2

1)( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+−=
nnna                           

 
nicitatea configuraţiei minimale, spre 

eosebire de rezultatul din articolul citat.  

x G se 
otează d(x,y) şi reprezintă lungimea minimă a lanţurilor dintre x şi y în G . 

zintă distanţa maximă între 
erechile de vârfuri ale lui G şi se notează prin d(G). 

at în [2] ne va conduce către o metodă de numărare a 
-grafurilor cu n varfuri: 

a 3. Ap
pentru , sau dacă notăm cu d (n) numărul grafurilor cu n vârfuri din 

mulţim X, care au diametrul egal cu 2, avem

Astfel am realizat o metoda mai simplă de a afla ( )a n  decat in [4], însă 
această metodă nu demonstrează şi u
d
 
Definiţia 3. Distanţa dintre vârfurile x şi y ale unui graf neorientat şi cone
n
 
Definiţia 4. Diametrul unui graf conex G repre
p
 
Următorul rezultat, prezent
Pk
 
Teorem roape toate grafurile neorientate cu n vârfuri au diametrul egal cu 2 

2∞→n

ea : 2
2 ( ) 1
2 nC

d n
→  când ∞→n . 
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Demon

Vom ea

straţie: 

 considera mulţim  celor 
2

2 nC grafuri cu vârfurile în mulţimea  
{ }1,...,X n=  şi să notăm prin ijG  mulţimea acelor grafuri care au proprietăţile: 

dacă vârfurile i şi k sunt adiacente, atunci vârfurile k 

 vârfuri în care nu te prin muchii în 

două m

(i) Vârfurile i şi j nu sunt adiacente; 
(ii) Pentru orice alt vârf k, 

 şi j nu sunt adiacente. 
 Deci, pentru orice k diferit de i şi j, avem trei posibilităţi de a uni prin 
muchii vârfurile i, j si k ( k poate fi unit cu 0 vârfuri sau 1 vârf dintre i şi j). 
Deoarece perechile de  apar nici x nici y pot fi uni

oduri, rezultă 2| | 3 2 n
ijG

22 Cn− −=  pentru orice i diferit de j. 
Mulţimea grafurilor neorientate cu mulţimea vârfurilor X şi diametrul cel 

putin 3 este reuniunea mulţimilor . Să notăm cu Un aceasta reuniune. 
Obţinem: 

ijG

2
22 2| | | | 3 2 nCn

n ij n
i j

U G C −−

<

≤ =∑  

de unde rezultă: 
 

.
4
3

9
8

2
23

2
|| 2

22

2

2
2

2

n

nC

Cn
n

C
n CCU

n

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=≤

−−

 

0
2

2
nC

||
→nU

 când ∞→nDin ultima egalitate deducem ca , ceea ce este 

ul că a nu echivalent cu fapt proape toate grafurile cu n vârfuri au diametrul egal cu u
sau cu doi când  ∞→n . Există în etrul egal cu unu şi 

2 n

să un singur graf cu diam

anume graful co  si astfel m mplet Kn .1||2)(
2

−−= C Und n  In concluzie ave

1
2

2
nC

)(2 →
nd  când ∞→n

 cu doi când 

 sau, echivalent, aproape toate grafurile cu n vârfuri au 

iametrul egal ∞→n .                                   d
 
 
 
 
Corolar 4. Dacă notăm cu Cn  numărul grafurilor conexe cu n vârfuri, atunci are 
loc: 

1
2

2
nC
→nC

, când ∞→n  

∞→n .  sau, echivalent, aproape toate grafurile cu n vârfuri sunt conexe, când 
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emonstraţie:  
 

are diametrul egal cu doi este conex. De aici, deducem 
inegalitatea următoare:  

D

Orice graf care 

.)(2 nCnd ≤  
Împărţind această inegalitate cu numărul grafurilor cu n vârfuri obţinem: 

.
2

2
nC

Deoarece numărul grafurilor conexe cu n 
2

)(
2

2

n

n
C

Cnd
≤  

vârfuri este mai mic decât 
numărul grafurilor cu n vârfuri deducem inegalitatea: 

.1
2

2 <
nC

nC
 

1
2

2
nC

Aplicând teorema cleştelui ultimelor două inegalităţi rezultă: →nC
când 

                                                                                                                      

 grafurilor conexe cu n vârfuri poate fi calculat utilizând următorul rezultat 
in [2]: 

Propozitia 5. Numărul C  verifică urmatoarea relaţie de recurenţă: 

.∞→n
 
Numărul
d
 

n

∑
−

=

−−=
1

1

22

212
n

k
k

Ck
n

C
n CkC

n
C knn

nC  

pentru ş 3n ≥  i 1 2 1C C= = . 

emonstraţie: 
 
D
 
Este evident că, 1 1C =  deoarece există un singur graf cu un vârf şi acesta este 
conex. De asemenea, 2 1C = , deoarece există doar două grafuri conexe cu două 
vârfuri 

de demonstrat următoarea formulare 
echivalentă a recurenţei din enunţ:         

 

că ep
vârfurile în mulţime

şi numai unul este conex şi anume acela care are o muchie. 
Astfel, pentru 3n ≥ , avem 

∑ −=
n

k
Ck

n
C CkCn knn .22

22

 
=k 1

Să observăm rezintă numărul tuturor grafurilor neorientate cu 
2

2 nC r
a { }1,...,X n= . Pentru fiecare graf neorientat putem marca un 

zintă numărul grafurilor neorientate 
cu mulţ
vârf oarecare în n moduri. Deci, 

2

2 nCn repre
imea vârfurilor X şi cu un vârf marcat. 
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ormulei

ine un v

Să demonstrăm că şi membrul drept al f  anterioare reprezinta 
acelaşi lucru. Pentru aceasta vom considera un graf G cu mulţimea vârfurilor X 
care conţ ârf marcat.  Fie i vârful marcat, cu 1 i n≤ ≤ . Vârful i aparţine unei 
componente conexe C a grafului G. Vom nota n rul de vârfuri din C cu k. 
Rezultă

e C este
pusă est

cont

umă
 1 k n≤ ≤ , iar vârfurile din C nu sunt legate prin nici o muchie cu varfurile 

din X \ C.  
Vârfurile componentei C pot fi alese în k

nC  moduri. Vârful care este 
marcat îl putem alege în k moduri (oricare dintre vârfurile componentei C). Odată 
vârfurile componentei C alese, există Ck variante de a forma un graf conex cu 
aceste vârfuri (deoarec  componenta conexă a lui G). Asupra vârfurilor din 
X \ C singura restricţie e să nu fie legate prin nici o muchie cu vârfurile din 

C, deci ele pot forma rafuri distincte. Ţinân  de observaţiile făcute 

şi de faptul că pentru 1,...,k n

2

2 knC − g d 

=  se obţin toate cele 
2

2 nCn grafuri neorientate cu 
mulţimea vârfurilor X şi care conţin câte un vârf marcat, deducem ca are loc 
egalitatea de la începutul demonstraţiei, care ce este echivalentă cu cea din enunţul 
propozi

tui capitol este generalizarea noţiunii de P-graf relativ la grafuri 
eorientate, vom prezenta aici o teoremă de grafuri orientate, datorită similitudinii 

ri distincte x şi y există un drum de lungime unu  sau doi de la x 
la y sau, notând cu D2(n) numărul grafurilor cu n vârfuri care au proprietatea 
anterioară, avem: 

tiei.                                                                                                                 
 

În continuare vom generaliza teorema 3 relativ la grafuri orientate. Cu toate 
că scopul aces
n
cu teorema 3.  
 
Teorema 4. Aproape toate grafurile orientate cu n vârfuri au proprietatea că pentru 
oricare două vârfu

1
4

)(
2

2 →
nC

nD
, când ∞→n . 

 

rva că există grafuri cu vârfurile în 

Demonstraţie: 

Începem prin a obse
2

4 nC

ulţimea { }1,...,X n= , deoarece între oricare dou  vârfuri distincte x şi y putem 

l j; 

. 

ăm
pune zero, una sau două muchii. 
 
Vom considera ijG  mulţimea acelor grafuri care au proprietăţile: 
(i) Din vârful i nu pleacă o muchie spre vârfu
(ii) Pentru orice alt vârf k, dacă din varful i pleacă o muchie către k, atunci din 

vârful k nu pleacă o muchie spre vârful j
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 uni prin muchii vârfu

lţimea grafurilor orientate cu mulţimea vârfurilor X astfel încât există 
două vârfuri distincte x şi y cu proprietatea că nu există drum e lungime unu sau 
doi de la x la y, este reuniunea mulţimilor . Să notăm cu n această reuniune. 

Pentru orice k diferit de i şi j, există 16 variante posibile de a l 
k de vârfurile i şi j. Pentru a face parte din G , dintre aceste variante trebuie 
exclusă 

ij

cele descrise în (ii). Deoarece perechile de vârfuri în care nu apar nici x 

nici y pot fi unite prin muchii în patru moduri, rezultă 
2

2412|| 2 −−= nCn
ijG  

pentru orice i diferit de j.  
Mu

 d
V ijG

Obţinem: 

∑
≠

− −=≤
ji

Cn
nijn

nCGV
2

24122|||| 22  

de unde rezultă: 

.
16
12

9
8

4
4122

4
|| 2

22

2

2
2

2

n

nC

Cn
n

C
n CCV

n

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

−−

 

 
Spre deosebire de cazul grafurilor neorientate, sensul muchiilor contează. 

Astfel, dacă nu există un drum de la x la y, este posibil totuşi să existe un drum de 
ulţimi difer zul gra rilor orientate şi suma 

trebuie facută
la y la x. Astfel, ijG  şi jiG  sunt m ite în ca fu

 după i j≠  în loc de i j<  (cum era în cazul grafurilor neorientate).  

Din ultima egalitate deducem că 0
4

||
2 →
nC

nV
, când ∞→n . 

Deoarece ||4(
2

2 n
C VnD n −= , avem ) 1

4
)(

2
2 →

nC

nD
, când ∞→n , ceea ce este 

echivalent cu faptul că aproape toate grafurile orientate cu n vârfuri 
că pentru oricare vârfuri distincte x şi y există un drum de lungim

au proprietatea 
mult doi de 

 x la y
e cel 

 , când  ∞→n .               la                                             

Definiţia 5. Notăm cu

                                  
 

 ( )kp n numărul Pk-grafurilor cu n vârfuri. 
 
Observatia 4. Este adevărat următorul şir de inegalităţi pentru orice n natural: 

.)()(...)( 23 nk Cnpnpnp ≤≤≤≤  
Această

c

metoda de n  în Teorema 3 vom demonstra 
Pk-graf c

 inegalitate este evidentă, deoarece orice Pk-graf este în acelaşi timp şi Pk-1-
graf, iar orice P2-graf (P-graf) este graf onex, deoarece pentru fiecare două vârfuri 
distincte există un lanţ de lungime doi cu extremităţile în vârfurile respective. 
 

Pornind de la umărare descrisă
că aproape orice graf este ând →n ∞ . Acest fapt va reieşi din următoarea 
teoremă: 
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Teorema 5.  Are loc: 1
2

)(
2 →
nC

k np
, când ∞→n . 

Demon

şi vom ar
e către 0. 

straţie: 
 

Mai întâi vom majora numărul grafurilor cu n vârfuri şi care nu sunt Pk-
grafuri ată că numărul acestora raportat la numărul total de grafuri cu n 
vârfuri reprezintă termenul unui şir care tind

 Vom nota cu { }1,...,X n= mulţimea vârfurilor grafurilor asupra cărora 
facem r
k-uplet

aţionamentul. Conform definiţiei 1, un graf G nu este Pk-graf dacă există un 
( )1,..., kx x  de vârfuri distincte din V(G) care nu are proprietatea Pk, adică nu 

 vârf y al grafului G, diferit de 1 2, ,..., kexistă un x x x , cu proprietatea că  y este 
adiacent cu 1 2, ,..., kx x x .  

ăm prin 
kiiiG ...21

 mulţimea acelor grafuri pentru care k-upletul 

(
Să not

)1,..., ki i de vârfuri distincte câ e două, nu are proprietatea Pk. Pentru ca un 
graf să facă parte din l de mulţime, pentru orice vârf y diferit de 1,..., ki i  

k

total 2 nte dintre care trebuie să varianta în care y este adiac  
toate vârfurile din mulţimea 

două 
-o astfe
i de a uni 

t
tr

 posibilităţ prin muchii vârful y de varfurile 

a exclu

avem 
k

2 1−

vari
1,..., ki i  (există în 

ent cu
{ }1,..., ki i ). Pere  de vârfuri în care nu apare nici 

un vârf din mulţimea
chile

{ }1,..., ki i

 fi construit în 

 pot fi unite prin muchii în două 

 poat moduri. Vârfurile diferite de 

următoa

pentru orice  vârfuri din X distincte două câte două. 
Mulţimea grafurilor neorientate cu mulţimea vârfurilor X şi care nu sunt Pk-

e reuniunea mulţimilor , unde 

moduri. Graful de 

1,..., ki i  vârfuri 1,...,i ik e
2
kC

 2
formează un graf ce poate fi construit în 

2

2 knC −  moduri. Astfel, putem deduce 
rea formulă: 

22

2(2|| nk CknCG −= )12 kk −−  1... kii

1,..., ki i

kiiG ...1
nii k ≤<<≤ ...1 1grafuri este dată d .  

Să notăm cu U  aceasta reuniune. Obţinem: n

∑
≤<<≤

− −−=≤
nii

CknkCk
niin

k

knk

k
CGU

...1
...

1

22

1
2)12(2||||  

de unde re ă: zult

.
2

12
2

2)12(2
2

22

2C n ⎜
⎝

||
2

kn

k

k
k
nC

CknkCk
nn CCU

n

knk
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎛ −

=
−

≤
−

 



1
2

12
<

−
k

k
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Deoarec ntă un polinom de grad  în variabila n, iar e k
nC  reprezi  k , din 

ultima egalitate deducem că 0
2

2
nC

, când .
||
→nU

∞→n   

Din definitie, .||2)( nk Unp   

Aşadar avem 

2Cn −=

1)(
→k np

, când n ∞→
2

2
nC

 sau, echivalent, aproape toate 

n vârfuri sunt Pk-grafuri, când ∞→n .  grafurile cu                                                

Folosin
 

d această teoremă şi Observaţia 4 putem deasemenea desprinde că aproape 
toate grafurile cu n vârfuri sunt conexe, când .∞→n  
 

3. Qk GRAFURI  
 

Dacă până acum am generalizat noţiunea de P-graf în sensul existenţei unui 
vârf adiacent cu alte  k vârfuri, în continuare vom generaliza P-grafurile în sensul 
dat de definiţia următoare: 
 
Definiţia 6. Spunem că o pereche ( ),x y d

ă un 
 că

e
că exist lanţ de lungime k între x şi y, format din 

rfuri distincte ale lui G. Spunem  G este un Q -graf dacă orice pereche

 vârfuri distincte ale unui graf neorientat 
G are proprietatea Qk da

( ),x yvâ de k

vârfuri distincte ale lui G are proprietatea Qk. 
 
Se poate uşor observa că în cazul 2k =  atât Pk-grafurile cât şi Qk-grafurile se 
confunda cu P-grafurile. 
  
Observaţia 5
cu n vârfuri care sunt Q uri şi există grafuri cu n vârfuri care nu sunt Qk-
grafuri. E

. Pentru orice n şi orice k numere naturale cu , există grafuri 
k-graf

ste suficient să observăm că graful complet Kn este un Qk-graf, iar graful 
u n vârfuri şi fără muchii nu este un Qk-graf. 

1n k≥ +

c
 
 
Definiţia 7. Notăm cu ( )kb n numărul minim de muchii ale unui Qk-graf cu n 

sau B-grafuri la Q
numărulu

vârfuri.  
 
Vom demonstra în continuare o propoziţie prin care se face trecerea de la A-grafuri 

k+2-grafuri. Ca o consecinţă a acestei propoziţii, vom obţine o 
estimare a i minim de muchii ale unui Qk-graf. 
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 este număr impar sau par. Fie 
Propoziţia 6. Fie G(V,E) un A-graf [4] cu n vârfuri sau un B-graf  [4] cu n vârfuri 
după cum n { }1,..., kx x  vârfuri astfel încât 

{ } ( )1,..., Vkx x ⊄ G
ârfurilor {

. Construim graful G1 care se ob ine din G prin adăugarea ţ

}1,..., kx xv pe care le unim cu vârfurile l ate modurile posibile şi 

t cu toate celelalte vârfuri ale grafului respectiv. 
lt de un c

fiind u

mbele 

ui G în to
le unim şi între ele în toate modurile posibile. Atunci graful G1 este un Qk+2-graf cu 
n+k vârfuri. 
 
Demonstraţie: 
 

Să notăm cu w centrul lui G.  Confrom definities din [4], centrul unui A-
graf sau B-graf este un vârf adiacen
În cazul n=3 sau n=4 putem avea mai mu entru. În acest caz fixăm w ca 

nul dintre centre. 
Alegem două vârfuri distincte ale lui G1. Fie aceste vârfuri x şi y. Dorim să 

arătăm  că între x şi y există un lanţ de lungime k + 2 format din vârfuri distincte 
ale lui G1. Deosebim patru cazuri: 
(i) x şi y aparţin a mulţimii { }1,..., kx x . Putem presupune 1x x=  şi 

2y x  D= . eoarece G este ori A-graf ori B-graf, putem alege u şi v două 
vârfuri ale lui G, astfel încât uvw să fie un triunghi (privit din punctul de 
vedere al muchiilor) în G. Atunci ca lanţ de lungime k+2  între x şi y poate  
fi considerat: 3, ,..., , , ,kx x x u v w . Evident vârfurile lanţului sunt distincte 
două câte două. 

(ii)  { }1,..., kx x x∈ , iar y este un vârf al lui G. Putem considera că 1x x= . Fie u 
şi v două vârfuri ale lui G astfel încât yuv să fie un triu n G (astfel de 
triunghi există deoarece G este A-graf sa

nghi î
u B-graf). Atunc derăm i consi

lanţul următor de lungime k+2: 2, ,..., , , ,kx x x u v y . Evident vârfurile 
lanţului sunt distincte două câte două. 

(iii) x şi y sunt vârfuri distincte ale lui G, ambele diferite de w trul lui G. 
Atunci considerăm lanţul următor de lungime k+2: 

, cen
x 1, ,..., , ,kx x w . y Şi 

(iv) 
vârfurile acestui lanţ sunt diferite între ele. 
x şi y sunt vârfuri ale lui G cu y w= . Atunci, deoarece graful G este ori A-
graf ori B-graf, există un vârf G astfel încât xyu este triunghi în G. u al lui 
Atunci considerăm lanţul următor de lungime k+2: 1, ,..., , ,kx x x u y . 
Evident, vârfurile lanţului sunt distincte două câte două. 
Din analiza acestor patru cazuri deducem că oricare pereche de vârfuri din 
V(G1) are proprietatea Qk+2, deci putem afirma că G1 este un Qk+2-graf.     

k şi n două numere naturale astfel încât n ≥ k+1, are loc 
ătoarea inegalitate:  

 
eorema 6. Pentru T

urm



( )( ) .1
22

12)( +⎤⎡ −
+

−−
≤

knkknnbk  ⎥⎦⎢⎣
Demonstraţie: 
 

În cazul k=2 un Q -graf este de fapt un P-graf şi, conform teoremei de 
caracter

2
izare a P-grafurilor minimale, obţinem 

 
( )( ) .1

222
1)(2 +⎥⎦⎢⎣

+=⎥⎦⎢⎣
+−= nnb  

În plus, structura unui Q -graf cu n vârfuri şi b (n) muchii este unică: A-
 B-graf. Im

21222 ⎤⎡ −−−⎤⎡ nnn

2 2
plicit şi inegalitatea din concluzia teoremei este verificată. 

În cazul k>2 să considerăm Q2-graful minimal G cu n– –2) vîrfuri. Prin 
procedeul descris în propoziţia 6, obţinem G1 un Qk-graf prin adăugarea a  k–2 
vârfuri 
Avem: 

graf sau
 

(k

grafului G. 

.
2

)2(1)2(|)(| ⎤
⎢⎣
⎡ −−

+−−−=
knknGE ⎥⎦

 

Între cele  k–2 vârfuri adăugate la G apar încă muchii. Între cele k–2 
G a ă

 
2

2−kC  
par înc  ( )( )( )22 −−− kkn  vârfuri adăugate la G şi vârfurile deja existente în 

muchii. Astfel, numărul de muchii ale grafului G  este: 1

( )( )( ) ( ) 1
221 ⎥⎦⎢⎣

−k

ficând expresia rezultată, obţinem: 

1222|)(| 2 +⎤⎡ −
+−−−+−−−+=

knknkknCGE . 

 Simpli
( )( ) .1

22
|)(| 1 +⎥⎦
=GE  

Tot din propozitia 6, rezultă că G1 este un Qk-graf. În concluzie, 
( )1| ( ) | kE G b n≥ , fapt din care se deduce inegalitatea din concluzia teoremei.           

   
Observaţia 6. Majorarea anterioară pentru 

12 ⎤
⎢⎣
⎡ −

+
−− knkkn

( )kb n  este bună şi pentru ( )ka n după 
um rezultă din teorema 1. Însă, spre deoc s a 1, nu se 
 cazul în care 

ebire de teorem atinge egalitate 
 1n k= +în . Pentru a dem ă consideram ul G ca 

ind graful cu patru vârfuri obţinut din K5 (Figura 1) prin suprimarea unei muchii 
arecare. Fie {x, y, u, v, w} vârfurile acestui graf şi să presupunem că muchia 
primată din K5 a fost muchia xy.  

onstra acest fapt s  graf
fi
o
su
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bţinem  perechile (u, w) si (v, w) au proprietatea Q4. Perechea (x,u) 
 perechile  

, v), (x, w), ) , u 4 (x, y) are 
proprietatea Q4, deoarece există lanţul x, u, v, w, y. Deci, orice pereche de vârfuri 
distincte ale lui G are proprietatea Q4, deci G este un Q4-graf cu 9 muchii. În 
concluz

 
w  

 
 

 

Figura 1: Graf pentru care nu se atinge egalitatea când n = k + 1 
 

Astfel, perechea (u, v) are proprietatea Q4 deoarece avem lantul v, y, w, x, 
u. Analog, o  că
are proprietatea Q4 deoarece există lanţul x,v, w, y, u. Analog, se arată că
(x (y, u), (y, v şi (y w) a  proprietatea Q . Perechea 

ie, ( )2 5 9b ≤ .  
 Din inegalitatea din teorema anterioară ar fi rezultat că  

( )( ) .1014514410)5(2 =+⎥
⎤

⎢
⎡ −

+
−−

≤b  
22 ⎦⎣

În concluzie, nu se atinge egalitate în cazul n = k +1, aşa cum avea loc în 
 5 şi k = 4 nu este caz izolat în 

are nu se atinge egalitatea. Pentru orice n = k + 1 putem considera graful obţinut 
marea unei muchii şi, după un raţionament analog obţinem că nu 

 atinge egalitatea în teorema 6.  
 

 

,  format din vârfuri distincte ale lui G. Deoarece k este cel puţin egal cu doi, 
ţului L1. Atunci înlocuind în L muchia xy (dacă 

aceasta apare) cu muchiile lanţului L1, obţine ţ între u şi v în G1. Deducem 
stfel că G1 este conex şi, cum muchia xy a fost aleasă arbitrar, rezultă că graful G 

onex.                                                                                                  

cadrul Teoremei 1. Să observăm deasemenea că n =
c
din Kn prin supri
se

Propozitia 7. Orice Qk-graf este 2 muchie conex. 
 
Demonstraţie:   

Un Qk-graf G(V,E) este graf conex deoarece pentru orice două vârfuri 
există un lanţ de lungime k cu  extremităţile în cele două vârfuri. Fie xy ∈ E(G) şi 
G1 graful obţinut din G prin suprimarea muchiei xy. Fie u,v ∈ V(G) două vârfuri 
unite în G printr-un lanţ L (deoarece G este conex, un astfel de lanţ există).  

Deoarece G este un Qk-graf, există în G un lanţ  L1 de lungime k între x şi 
y
muchia xy nu poate aparţine lan

m un lan
a
este 2 muchie c

y 

v 

x 

u 
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Corola
 

r 5. Are loc inegalitatea:  
( )2 n n≤ . 

 
Demonstraţie: 
  

Fie G(

b

V,E) un Qk-graf oarecare. Conform defin ţiei unui Qk-graf, deducem 
mposibil să avem

i
 ( ) 0E G =că este i . Fie xy o muchie a lui G şi G1 graful obţinut 

uprimarea muchiei xy. Din Propo vem G1 graf conex. Este 
cunoscut faptul că un graf conex cu n vârfuri ţin n–1  muchii. De aici, 
deducem

din G prin s ziţia 7 a
are cel pu

 că 
( ) ( )1 1 1 1E G V G n≥ − = −  

deci 
( ) 1 1E G n n≥ − + =  muchii 

( )kb n şDin definiţia lui i datorită faptului că G este un Qk-graf arbitrar ales, 
deducem ( )2b n n≤ .                                                                                      
 

Astfel, din rezultatele anterioare putem deduce următoarea încadrare pentru 

              

( )kb n : 

( )( ) .1
22

12)( +⎤⎡ −
+

−−
≤≤

knkknnbn ⎥⎢k  

 
⎦⎣

Definiţia 8. Notăm cu ( )kq n  numărul Qk-grafurilor cu n vârfuri. De asemenea, să 
u notăm c  numă n vârfuri şi care nu au proprietatea Qk. 

propoziţie care va conduce la o teoremă ce caracterizează numărul  

 
tural mai mare sau egal cu doi. Atunci există un 

olinom Rk în variabila n , polinom care satisface inegalitatea următoare:  

( )kl n rul grafurilor cu 
 

Vom da în continuare o propoziţie care estimează numărul (l n

( )
)k , 

, cândkq n
∞→n . 

Propoziţia 8. Fie k un număr na
p

n

kCn ⎠⎝ 42
2  k nR
nl

⎟
⎞

⎜
⎛≤

3)(
)(

pentru o

Demonstraţie: 
 

Să observăm mai întâi că pentru k = 2, Q2-grafurile şi P2-grafurile coincid.  

ricare n număr natural. 
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l |Un| coincide cu l2(n). Am 
obţinut în teorema 5 următoarea estimare:  

În cazul k=2, în demonstraţia teoremei 5 număru

.
2

12
22 C n

2)12(2||
2

22

2

kn

k

k
k
nC

CknkCk
nn CCU

n

knk
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

−
≤

−

 

Punând k = 2 şi înlocuind |U | cu l (n) obţinem: n 2

.
4
3)(

4
)(

2

2
22

2

nn

nC
nRCnl

n
⎟
⎞

⎜
⎛=⎟

⎞
⎜≤

−

 3⎛

Am con

2 ⎠⎝⎠⎝

siderat 2
2

16)( nCnR = .  
9

e observă că

e o demonstraţie a propoziţiei prin inducţie asupra lui k.  

Scriind dezvoltarea pentru 2
nC , s  R2 este un polinom de gradul 

doi în variabila n. Astfel, în cazul k =2, concluzia propozitiei 8 este adevarată.   
Acest lucru ne permit

Să presupunem concluzia adevarată pentru k–1, unde 3k ≥  şi să o 
demonstrăm pentru k. 

Pentru un vârf x din mulţimea { }1,...,X n=  vom nota cu Gxy mulţimea 
or grafuri G cu V(G) = X , pe şi acel ntru care între x y nu există un lanţ de lungime 

k. Exista trei cazuri: 
(i) vârful x nu este adiacent cu nici unul dintre varfurile din .  Atunci }{\ xX

numărul acestor grafuri este 
2

12 −nC , număr care reprezintă totalitatea 
grafurilor G1 pentru care }{\)( 1 xXGV = . 

(ii) vârful x este adiacent doar cu vârful y. Numărul acestor grafuri este 

majorat de 
2

12 −nC . 
(iii) vârful x este adiacent cu cel puţin un vârf z din mulţimea },{\ yxX . Fie 

atunci G2 graful obţinut din G prin suprimarea vârfului x şi a muchiilor 
incidente. Dacă G2 ar fi un Qk-1-graf, atunci între z şi y ar exista în G2  
lanţ de lungime k –1 format din vârfuri distincte două câte două, deci între 
x şi y ar există un lanţ de lungime k forma  din vârfuri

 un

t  dis  câte 
G  nu 
n , putem 

majora în acest caz numărul grafurilor cu

tincte două
xy. Deci, G2
te cu x

două. Aceasta reprezintă o contradicţie cu definiţia lui 
este Qk-1-graf. În concluzie, dându-se vârfurile adiace

( )1 1kl n− − . Însa avem 2 1−n 2−  
variante de a uni vârful x cu vârfurile din }{\ xX  astfel încât x să fie 
adiacent cu cel puţin un a },{\ yxX . 
Din analiza acestor trei cazuri, putem majora |Gxy| astfel: 

112 −+ nC

 vârf din mulţime

).1()22(2|| 1
1 −−+≤ −
− nlG kxy

n  
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Deoarece fiecare graf cu n vârfuri şi care nu este Qk-graf face parte din una 
din mulţimile Gxy, deducem ca U

ji
ijk Gnl

<
= ||)( . Cum cardinalul reuniunii este cel 

mult suma cardinalelor mulţimilor din reuniune, obţinem inegalitatea: 

)).1()22(2(||)( 1
1

112 2
1 −−+≤≤ −

≤<≤

−+∑ − nlCGnl k
nji

nC
nijk

n  

Împărţi u n vârfuri, rezultă: nd inegalitatea cu numărul grafurilor c

.
4
3)1(

2
2

2
)1(

2
22

2
2

2
)( 1

11
2
n

1
1

1

1
2

2
1

2 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+≤

−

−−
−

−

−

−
−

n

knC
k

n

n

nnC
k nRC

nl
C

nl
nn

 

 folosit faptul că  În deducerea ultimei părţi a inegalităţii de mai sus am

.1
2

22 1 −−n

2 <−n  

 Se poate verifica uşor inegalitatea:  
n

n ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤− 4

39
2

2
1  

pentru fiecare n număr natural.  
Obţinem următoarea inegalitate: 

.
4
3)1(

2
)(

12 k
k nRC

nl
n ⎠

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎝
−≤ −

Dacă definim 

3
492

n

nC
⎟
⎞

⎜
⎛ +  

⎟
⎞

⎜
⎛ −+= − )1(49)( 1

2 nRCnR knk , atunci se poate uşor observa că  
⎠⎝ 3

 este un polinom în variabila n. Pasul de inducţie este complet demonstrat.         

Teorem rtului

Rk
  

a 7. Limita rapo  2

2 nC
 când 

)(k nq
 este unu ∞→n , sau, echivalent, 

aproape orice graf cu n vârfuri are proprietatea că ă vârfuri 
distincte există un lanţ de lungime k, format din vârfuri distincte două câte două, 
când 

Demonstraţie: 

Avem egalitatea  deoarece orice graf cu n vârfuri 
ori este 

 între oricare dou

.∞→n  
 

2

2)()( nC
kk nlnq =+

Qk-graf, ori nu este Qk-graf.  Din propoziţia 8, avem inegalitatea:  
n

kC
k nRnl

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤≤

4
3)(

2
)(0 2

, 

sau, echivalent,  
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.
42

2 kC n ⎠⎝
3)()(10

n
k nRnq

⎟
⎞

⎜
⎛≤−≤  

recând la limită când ∞→n  şi aplicând criteriul cleştelui, obţinem: T

0
2

)(1 2 →−
nC

k nq
. 

În concluzie : 1
2

)(
2 →
nC

k nq
cand ∞→n .                                                    

 
 

4. LABIRINTURI MATRICIALE 

estui articol, ca o completare la teoremele de estimar
noţiuni şi un rezultat despre labirinturile matriciale. 

labirint matricial o matrice Lm,n cu proprietatea ca lij ∈ {0, 
 şi orice j între 1 şi n. Dacă lij = 1 numim celula (i,j)  

numim celula (i,j) coridor. Un exemplu de labirint matricial 
următoare: 

 
În incheierea ac e 

prezentate, dăm câteva 
 
Definiţia 5. Numim 1} 
pentru orice i între 1 şi m
perete, iar dacă lij = 0 
este prezentat în figura 

 

) unde lij = 0. Din celula 

Figura 2: Labirint matricial 
 

 persoană se poate afla la un moment doar în celulele (i,jO
(i,j)  persoana se poate deplasa doar în celulele (i + 1, j), (i – 1, j), (i, j + 1), (i, j – 1)  
în cazul în care acestea nu sunt pereţi.  
 



Definiţia 6. Numim graf asociat labirintului L un graf GL(V,E), unde 
( )
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{ }, cu 0ijV i j l= = , iar ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , iarE i j k p i j k p V i k j 1p= ∈ − + − = . 

 

de fapt 
şirilor din labirint. Astfel, o definiţie echivalentă ar fi urmatoarea: un labirint este 

i, j) se poate ieşi din labirint. 

r acceptabile. Este evident, că nu orice labirint este acceptabil. Pentru a 
ent să observăm ca orice labirint L cu proprietatea lij = 1 

n} nu este acceptabil. Este de asemenea evident că 
ă labirinturi acceptabile (consideram L = 0mn). Consideram mai întâi cazul 

tratice. Să  cu l(n) umărul labirinturilor matriciale 
acceptabile de forma Lnn, iar cu L(n) numărul labirinturilor matriciale Lnn.  

                      L(n)

Astfel, muchiile grafului asociat unui labirint sunt între două celule coridor 
adiacente (între care se poate deplasa cu un pas persoana). 
 
Definiţia 7. Un labirint L este “acceptabil” dacă oricare ar fi (i, j) ∈ V(GL) există 
un lanţ în GL cu o extremitate în (i, j),  iar a doua în (k, p), unde k∈{1, m} sau p ∈ 
{1, n}. Celulele coridor (k, p) cu k∈{1, m}, sau p∈{1, n} corespund 
ie
“acceptabil” dacă din oricare celulă coridor (
 

Ca o problema de numărare, ne propunem să estimăm numărul 
abirinturilol

vedea acest fapt este sufici
entru i ∈{1, m} sau j∈{1, p

exist
labirinturilor matriciale pă  notăm  n

 
2

2n=Observaţia 7.     .  
deoarece există n  celule în labirint, fiecare putând fi ori coridor, 

erete. 
2Acest fapt reiese 

ori p
 
Avem următorul rezultat: 
 

Teorema 1.                     0)(
→

nl
 când →n ∞ . 

)(nL
 
 
Demonstraţia 1: 

Fie ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
3
nk . Împarţim labirintul în k2 zone 3 3×  şi n2 – 9k2 celule. Observăm că 

dacă o zonă ridoare sau 
pereţi, însă entru este 
coridor)

 3 3×  este de forma următoare (pătratele din colţuri pot fi co
 celulele adiacente colţurilor sunt pereţi, iar celula din c

, atunci labirintul nu este acceptabil.  
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Figura 3: Configuraţie din care nu se poate ieşi din labirint. 

Probabilitatea ca o zonă să fie de forma aceasta este 
32
1

, deoarece există în 

total 29 variante dintre care 24 sunt acceptabile (putem alege colţurile ân 24 
moduri).  

În concluzie, probabilitatea ca o zonă să nu fie de forma aceasta este 
32
31

, ceea ce 

 să nu fie de forma aceasta este duce la faptul că probabilitatea ca nici-o zonă
2

32
31 k

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . Înseamnă că numărul total al labiri ceptabi e fi majorat nturilor ac le poat

cu: )(
32
31

2

nL
k

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
. Avem atunci următoarea inegalitate:  

2

32
31

)(
)(0

nL
nl

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤≤ . 

Dar 

k

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
3
nk , deci are loc: 0

32
31

2

→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

k

, când ∞→n .  

Aplicând teorema cleştelui, obţinem  0
)(
)(
→

nL
nl

, când ∞→n .               

 
 

 
5. CONCLUZII 

 
   In acest articol au fost introduse noţiunile de Pk-graf neorientat şi de Qk-
graf, doua generalizari ale notiunii de P-graf prezentata [4]. Principalele rezultate 

zpre inta margini asupra numarului minim de muchii pe care aceste grafuri pot sa le 
aiba. Deasemenea, este caracterizata densitatea acestor tipuri de grafuri relativ la 

lmu timea tuturor grafurilor. Un rezultat asemanator este demonstrat pentru 
labirinturile matriciale care au proprietatea ca exista un drum de iesire din labirint 

 din orice pozitie. In viitor, ne propunem sa studiem generalizari ale P-grafurilor si 
ale notiunilor prezentate in acest articol, dar pentru grafuri orientate. 
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