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Rezumat:

In this paper we introduce undirected Pj-graphs and undirected Qy-graphs,

two generalizations of P-graphs. The main results of this research describe the
minimum number of edges of such graphs. We also characterize the density of such
graphs relative to the entire set of graphs. A similar density result is proved for
matrix labyrinths which have the property that one can find an exit path from any
given position.
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1. INTRODUCERE

Aceastd lucrare extinde notiunea de P-graf [4] relativ la grafuri neorientate.
Generalizarea a fost realizata in doua directii. Astfel, au fost introduse notiunile de
Py-graf neorientat si cea de Qy-graf. La inceput se prezintd un rezultat ce
caracterizeaza conexitatea Pp-grafurilor, apoi o inegalitate asupra gradelor
varfurilor unui astfel de graf, inegalitate care conduce la determinarea unei margini
inferioare pentru numarul de muchii ale unui Py-graf. Se demonstreaza o propozitie
ce face trecerea de la Py-grafuri la Pyyq-grafuri, propozitie care permite
determinarea unei margini superioare a numarului minim de muchii pe care il are
un Py-graf cu numdr fixat de varfuri. Acest numdr este determinat efectiv pentru
douad tipuri particulare de astfel de Py-grafuri.

Pornind de la doua rezultate din [2], care estimeazd numarul grafurilor de
diametru egal cu doi si numar fixat de varfuri si dau o relatie de recurentd pentru
calculul numarului grafurilor conexe cu numar fixat de varfuri, se obtine o estimare
a numarului de Py-grafuri (si implicit de P-grafuri, care sunt privite ca tipuri
particulare de Py-grafuri ) cdnd numdrul de varfuri tinde la infinit.

Cea de-a doua generalizare a notiunii de P-graf se referd la Qy-grafuri. Se
prezintd o incadrare a numdrului minim de muchii pe care le poate avea un Qy-graf
cu numar fixat de varfuri, precum si o teorema de caracterizare a conexitatii acestor
grafuri. Ultima teoremd referitoare la Qp-grafuri da o estimare a numdrului
acestora cand numarul de varfuri tinde la infinit.
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Ca o completare la teoremele de estimare prezentate, sunt date cateva
notiuni despre labirinturile matriciale, se face asocierea acestor labirinturi cu
grafuri neorientate si este prezentat un rezultat asupra numarului acelor labirinturi
care au proprietatea ca oricum am plasa o persoand in interior, ea poate iesi din
labirint. Articolul se incheie cu un rezumat si sugestii pentru cercetari ulterioare.

2. P, GRAFURI

Prima generalizare a notiunii de P-graf se refera la numarul de varfuri care
au un nod comun:

Definitie 1. Fie G(V,E) un graf neorientat. Spunem ca k-upletul de varfuri

distincte din V(G) are proprietatea Py daca exista un varf y al grafului G, diferit de
X1, Xo,..., Xk, CU proprietatea ca y este adiacent cu xj, X,..., Xx. Spunem ca G
este un Py-graf dacd oricum am alege x,x,,...,x; varfuri distincte ale lui G, atunci
k-upletul (xl,xz,...,xk) are proprietatea Py. In particular, pentru k=2, obtinem
definitia unui P-graf [4].

Observatia 1. Pentru orice k si orice » numere naturale, unde n> k+1, existd Py-
grafuri cu »n varfuri si existd grafuri cu »n varfuri care nu sunt Py-grafuri. Pentru a
vedea acest fapt este suficient sd considerdm graful complet K, in primul caz si un
graf cu n varfuri si fard muchii in cel de-al doilea caz.

Definitie 2. Notdim cu @ (n)numarul minim de muchii ale unui Pi-graf. In

particular, pentru k=2, numarul minim de muchii al unui P-graf este

a(n)=ay(n).
Propozitie 1. Fie G(V.E) un Py-graf. Atunci G este & —1varf conex.

Demonstratie:

Fie G, graful obtinut din G prin suprimarea a s varfuri unde s < k2.
Fie x;,x,,...,x, varfurile suprimate. Fie x si y doud varfuri ale lui G, alese arbitrar.

Punem x, ; =xsix,,, =y. Alegem x,5,...,x; diferite doua cate doud si diferite
de x,x,,...,x,,,. Deoarece G este Py-graf, k—upletul(xl,xz,...,xk) are proprietatea
Py, deci exista un varf z diferit de x,x,,...,x; cu proprietatea cd z este adiacent cu

X|,Xy,...,X; . Deducem de aici ca z este varf pentru G;.

In concluzie intre x si y in G, existd un lant format din muchiile xz si zy.
Cum x si y sunt doud varfuri oarecare ale lui Gy, rezultd G, graf conex, deci G este
k—1 varf conex. O



Propozitia 2. Fie G(V.E) un Py-graf si x un varf din V(G). Atunci d; (x) >k.
Demonstratie:

Presupunem prin absurd cddg; (x) >k—-1. Fiex;,x,,..,x, varfurile
adiacente cu x, unde s=dg(x). Punemx, =x. Alegemx,,,,...,x; diferite doua
cite doud si diferite de xp,x,,..,x,,Deoarece G este Py-graf, k-
upletul (x;,x,,..,x; ) are proprietatea Py , deci existi un varf y diferit
dex;,x,,...,Xx; , cu proprietatea cd y este adiacent cu x;,x,,...,x; . Implicit rezulta y

adiacent cu x, ceea ce reprezintd o contradictie, caci x este adiacent doar cu
X|,X,,..., X, . In concluzie, presupunerea facuta initial este falsa, deci d; (x) >k. [

kn
Corolar 1. Daca G(V,E) este un Py-graf cu n varfuri, atunci | E(G) | [7—‘

Demonstratie:

Este cunoscuta relatia: Z dg(x)=2|E(G)]|.
xeV (G)

k
Din Propozitia 2 rezulta 2 | E(G) |2 nk, ceea ce implica | E(G) |2 lr%—l

Propozitia 3.

a) Fie G(V,E) un Py, -graf si x un véarf al sau. Fie G; graful obtinut din G prin
suprimarea varfului x si a muchiilor incidente acestuia. Atunci G; este un Py-graf.
b) Fie G(V,E) un Py-graf si G, graful obtinut din G prin addugarea unui nou varf x
pe care 1l unim prin muchii cu toate varfurile lui G. Atunci G; este un Py,-graf.

Demonstratie:

a) Fie xi,x,,...,x; varfuri arbitrare ale lui G, Punem x;,; =x. Deoarece G este
Py1-graf, existd un varf y diferit de celek+1 si cu proprietatea ca y este
adiacent cu toate celek +1varfuri. In particular y este diferit de x, deci y e
V(G)). Inseamni cé(xl,xz,...,xk)are proprietatea Py. Cum xj,x,,...,x; sunt
varfuri ale lui G, arbitrar alese, deducem ca G, este un Py-graf.

b) Fie x{,x,,...,x;, varfuri arbitrare ale lui G, Deosebim doua cazuri:
(i) x & (X%, X34 ). In acest caz(x;,x,,...,x;,)are proprietatea Py
deoarece x este adiacent cu toate cele k +1 varfuri.



(i1) X €{X],X),.s X3, } . Putem presupune x = X, - Deoarece G este Py-graf,
existd un varf y in G adiacent cu x;,x,,...,x; . Atunci, din constructia lui
G, y este adiacent si cu x. Deci y este adiacent cu x,X,,...,X;,; §i, In

concluzie, k +1-upletul (xl,xz,...,xk +1) are proprietatea Py;.

Din analiza cazurilor (i) si (ii) se deduce ca(x;,x,,...,X;,, ) are proprictatea

Py+1, deci Gy este un Py, -graf. 0

Teorema 1. Pentru £ si n doud numere naturale astfel incat n>k+1, are loc

(2n—k)(k—1)+[n—k}+1'

2 2

urmatoarea inegalitate: a; (n) <

Demonstratie:

Fie G(V.E) un Py-graf cu n varfuri si a; (n) muchii. Fie G, graful obtinut
prin addugarea unui nou varf care se uneste prin muchii cu toate varfurile lui G.
Conform propozitiei 3, avem| E(G) |=a;, (n)+n si Gy este un Py -graf. Deoarece

ary1 (n) < E(G))|, deducem
ayy1 (n) < a; (n)+n pentru orice k, n numere naturale cun >k +1.
Obtinem astfel sirul de inegalitati urmator:
a (n)Sak_l(n—l)+(n—1)£...£az(n—(k—2))+(n—1)+...+(n—(k—2))
Deci

ak(n)S(n—(k—2))—l+{#}+n(k—2)+w sau, mai

concis,

ak(n)g(Zn_k)(k_l)Jr[n_k}H. 0
2 2

Propozitia 4. Pentru a) n=k+1 sau b)n=k+2, In Teorema 1 avem chiar
egalitate.

Demonstratie:

a) Fie x si y doua varfuri distincte ale unui Py-graf G cu n=k +1 varfuri. Atunci k-
upletul (x; =y,x,,..,x; ) are proprietatea Py, deci existd un varf z diferit de

X|,Xy,..., X , CU proprietatea ca z este adiacent cu x;, x,,..., Xy .



Deoarece |V(G)| =k +1, singura posibilitate este z = x. Deducem x si y adiacente.

Cum x si y au fost arbitrar alese, rezultd G izomorf cu graful complet K, care are

|E(K))|= (k)(l;+l) = (2n_k2)(k_l) +[n;k}r1 varfuri. Pentru a deduce

egalitatea am folosit n=k +1.

b) Fie G un P-graf cu n =k + 2 varfuri si q; (n) muchii. Din inegalitatea din
Teorema 1 deducem

2n—k)k—-1 -k k* +3k
a, (n) < (2n 2)( )J{”z }1:7:0@2 1.

Din ultima inegalitate rezulta ca exista x si y doud varfuri distincte ale lui G
astfel incat xy ¢ E(G) .

Consideram z un varf diferit de x si y. Vom arata ca z este adiacent cu toate
celelalte varfuri ale lui G. Deoarece G este un Py-graf, k-upletul (xl = y,xz,...,xk)

unde x si z nu apar in k-uplet, are proprietatea Py, deci exista un varf u diferit de
X{,%,,...,X; Cu proprietatea ca u este adiacent cu xy,Xx,..., X .

Deoarece|V(G)| =k + 2, singurele variante ar fi ¥ = x sau u = z.

Prima variantd nu este posibila deoarece x i y = x; nu sunt adiacente.

Deci u = z, ceea ce implicd z adiacent cu toate celelalte varfuri, mai putin
cu x. Printr-un rationament analog se poate arita ca z adiacent cu toate celelalte
varfuri, mai putin cu y.

In concluzie, z este adiacent cu toate celelalte k +1 varfuri. Deoarece z a
fost ales arbitrar, rezulta G izomorf cu un graf care se obtine din K, prin

suprimarea unei muchii. Cum acest graf are chiar C,,, —1muchii, obtinem

egalitate in Teorema 1. N

Corolar 2. Pentrun = k + 2 structura Py~ grafului minimal cu # varfuri este unica.
Rezultd din demonstratia Propozitiei 4, punctul b).

Teorema 2. Pentru £ si n doud numere naturale, astfel incat n>k+1, are loc

urmatoarea inegalitate:
0, (n)> [(k - 1)2(11 - 1)} |

Demonstratie:

Fie G(V,E) un P-graf cu n varfuri si (n) muchii iar x un varf al sau. Fie

d=dg; (x) sl sz{xl,...,xd} multimea varfurilor adiacente cu x. Vom arata



cd x este adiacent cu cel putink —1 varfuri din multimea 4, . Fie s numarul de
varfuri din 4, adiacente cu x; . Putem presupune ca x; este adiacent cu x,,...,x,; .

Daca s<k-1, atunci, deoarece G este un Py-graf, k-
upleml(x,xl,xz,...,xk_l) (undex,,,,...,x;,_; sunt arbitrar alese (conform
propozitiei 2, d = k), astfel incat sd fie distincte Intre ele si distincte de x;,...,x,,;)
are proprietatea Py. Astfel, existd un varf y adiacent cux,x;,x,,...,Xx;_; . Deoarece y
este adiacent cu x, implicd y € 4, . Deoarece y este diferit dex,,...,x,,; si y este
adiacent cu x;, ajungem la o contradictie.

In concluzie, presupunerea cas <k —1 este falsd, deci x; este adiacent cu

cel putin & —1 varfuri din multimea 4, .

Observatia 2. In mod analog se poate arita ci oricare x; din 4, este adiacent cu cel
putin k—1 varfuridin 4, .

Observatia 3. Orice varf din V(G)\( 4, )\{x} este adiacent cu cel putin un varf
din4, .

Pentru a demonstra acest fapt sa consideram y € V(G)\( 4, )\{x} si
k-upletul (x1 ,xz,...,xk) de varfuri distincte din V(G) cu x=x; i y =x,. Deoarece
G este Py-graf, deducem ca exista un varf z diferit de x;,x,,...,x; , cu proprietatea
cd z este adiacent cu x,x,,...,x; . Implicit z este adiacent si cu x=x;, deci ze€ 4, .
Varful y este adiacent cu z deoarece y =x,.

In concluzie, orice varf din V(G)\( A, )\{x} este adiacent cu cel putin un
varf din 4, . Cu aceasta, observatia este complet demonstrata.

In continuare vom folosi relatia Z d;(x)=2|EG)].
xeV (G)
Aplicand observatiile 2, 3 si propozitia 2, obtinem:

20E(G)z2d +(n—d+1)+k(n—d+1)+(k—1)d = (k—1)n+1)
2d apare In momentul cand numardm muchiile dintre x si 4., n- d+1 apare cand
numaram muchiile ce pleaca din 4, catre V(G)\( 4, )\{x}(conform observatiei 3),
k(n—d+1) apare din faptul cd orice varf din V(G)\( 4, )\{x} are gradul cel putin &
(conform propozitiei 2), iar (k-1)d apare cand numardm muchiile care pleaca
din 4, totin A, (conform observatiei 2). Din ultima inegalitate deducem:

ak(n)z(ww .
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Din cele demonstrate mai sus obtinem dubla inegalitate:

[—(kﬂ)z(n_l)WSak(n)s (2n_k2)(k_l) +{n_k}+l.

2

Corolar 3. a(n)=n-1+ [g}

Demonstratie:

Sa consideram un graf “morisca” (A-graf sau B-graf definit in [4]) in care
un varf (centru) este conectat cu celelalte varfuri iar acestea au fiecare gradul 2
(sunt conectate in perechi). In cazul cand n este par, doua palete ale
“moristii” au o muchie comuna. Evident, un graf morisca este un P-graf si are

n—1+ [g} muchii, ceea ce implica a(n) <n—-1+ {g}

Conform teoremei anterioare, putem deduce urmatoarea inegalitate:

a(n):az(n)Z[M—‘=n—l+[n7_l—l:n—1+[g}.

2

1
Am folosit urmatoarea egalitate evidenta: ’_x—‘ = [x + —} .

Din cele doua inegalitati deducem ca a(n) =n—1+ {g} a

Astfel am realizat o metoda mai simpla de a aflaa(n) decat in [4], Insd

aceastd metodd nu demonstreazd si unicitatea configuratiei minimale, spre
deosebire de rezultatul din articolul citat.

Definitia 3. Distanta dintre varfurile x si y ale unui graf neorientat si conex G se
noteaza d(x,y) si reprezintd lungimea minima a lanturilor dintre x iy in G .

Definitia 4. Diametrul unui graf conex G reprezintd distanta maxima Iintre
perechile de varfuri ale lui G si se noteaza prin d(G).

Urmatorul rezultat, prezentat in [2] ne va conduce catre o metoda de numarare a
Py-grafurilor cu n varfuri:

Teorema 3. Aproape toate grafurile neorientate cu n varfuri au diametrul egal cu 2
pentru n — 00, sau dacd notdim cu d,(m) numarul grafurilor cu n varfuri din
dy(n)

multimea X, care au diametrul egal cu 2, avem: — —1 cand n - .
2 n



Demonstratie:

2
Vom considera multimea celor 2 <, grafuri cu varfurile in multimea
X = {1,..., n} si sd notam prin G; multimea acelor grafuri care au proprietatile:
(1) Varfurile 7 si j nu sunt adiacente;

(i1) Pentru orice alt varf k, daca varfurile i si k sunt adiacente, atunci varfurile &
sij nu sunt adiacente.

muchii varfurile 7, j si & ( k poate fi unit cu 0 varfuri sau 1 varf dintre 7 si j).
Deoarece perechile de varfuri in care nu apar nici x nici y pot fi unite prin muchii in

doud moduri, rezulta | Gy |= 3'1_22C”2*2 pentru orice i diferit de ;.

Multimea grafurilor neorientate cu multimea varfurilor X si diametrul cel
putin 3 este reuniunea multimilor G - Sa notam cu U, aceasta reuniune.
Obtinem:

U, 1€ D1Gy = C23m2250
i<j
de unde rezulta:

4

2An-2 an,z n
|Un2|SCn3 22 _8an BJ'
2¢ 2 9

n

Din ultima egalitate deducem ca o 0 cand n — oo, ceea ce este
2 n
echivalent cu faptul cé aproape toate grafurile cu n varfuri au diametrul egal cu unu
sau cu doi cdnd #n — oo . Exista 1nsa un singur graf cu diametrul egal cu unu si

2
anume graful complet K, si astfel d,(n) =2 —|U, |~1. In concluzie avem
4, g?) — 1 cand n — oo sau, echivalent, aproape toate grafurile cu n varfuri au
2 n
diametrul egal cu doi cand n — 0. [

Corolar 4. Daca notam cu C, numarul grafurilor conexe cu n varfuri, atunci are
loc:

C,
26

sau, echivalent, aproape toate grafurile cu n varfuri sunt conexe, cand n — 0.

— 1 ,cand n > ©



Demonstratie:

Orice graf care are diametrul egal cu doi este conex. De aici, deducem
inegalitatea urmatoare:

d,(n)<C,.
Impartind aceasti inegalitate cu numirul grafurilor cu n varfuri obtinem:
d,(n) < C,
2c3 - 203 )

Deoarece numarul grafurilor conexe cu n varfuri este mai mic decat
numarul grafurilor cu # varfuri deducem inegalitatea:

C
— < 1.
26
- - . s . C, R
Aplicand teorema clestelui ultimelor doud inegalitati rezulta: o 1 cand
2 n
n—» oo, U

Numarul grafurilor conexe cu » varfuri poate fi calculat utilizand urméatorul rezultat
din [2]:

Propozitia 5. Numarul C, verifica urmatoarea relatie de recurenta:
2 1 n-1 2
C,=29-=> kCi29+C, C,
n =
pentru n23 51 C;=C, =1.

Demonstratie:

Este evident cd, C; =1 deoarece existd un singur graf cu un varf si acesta este
conex. De asemenea, C, =1, deoarece existd doar doud grafuri conexe cu doua

varfuri si numai unul este conex si anume acela care are o muchie.
Astfel, pentru n>3, avem de demonstrat urmaitoarea formulare
echivalenta a recurentei din enunt:

n2% =3 kC 2% C,.
k=1

= = < AC; . < . .
Sa observam ca 2" reprezintd numadrul tuturor grafurilor neorientate cu
varfurile in multimea X ={l,...,n} . Pentru fiecare graf neorientat putem marca un

2
n

A . . . c e o . .
varf oarecare in n moduri. Deci, 72" reprezinti numirul grafurilor neorientate
cu multimea varfurilor X si cu un varf marcat.
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S& demonstram cd si membrul drept al formulei anterioare reprezinta
acelasi lucru. Pentru aceasta vom considera un graf G cu multimea varfurilor X
care contine un varf marcat. Fie i varful marcat, cu 1<i<n. Varful i apartine unei
componente conexe C a grafului G. Vom nota numarul de varfuri din C cu £.
Rezultd 1<k <n, iar varfurile din C nu sunt legate prin nici o muchie cu varfurile
din X'\ C.

Varfurile componentei C pot fi alese in C f moduri. Varful care este

marcat il putem alege in & moduri (oricare dintre varfurile componentei C). Odata
varfurile componentei C alese, existd Cy variante de a forma un graf conex cu
aceste varfuri (deoarece C este componenta conexa a lui G). Asupra varfurilor din

X | C singura restrictie pusa este sd nu fie legate prin nici o muchie cu varfurile din
. cl, C o A .
C, deci ele pot forma 2 ~ " * grafuri distincte. Tindnd cont de observatiile facute

. < . ok . _
si de faptul ca pentru k =1,...,n se obtin toate cele n2 grafuri neorientate cu

multimea varfurilor X si care contin cite un varf marcat, deducem ca are loc
egalitatea de la Inceputul demonstratiei, care ce este echivalentad cu cea din enuntul
propozitiei. O

In continuare vom generaliza teorema 3 relativ la grafuri orientate. Cu toate
ca scopul acestui capitol este generalizarea notiunii de P-graf relativ la grafuri
neorientate, vom prezenta aici o teoremd de grafuri orientate, datoritd similitudinii
cu teorema 3.

Teorema 4. Aproape toate grafurile orientate cu n varfuri au proprietatea ca pentru
oricare doud varfuri distincte x §i y existd un drum de lungime unu sau doi de la x
la y sau, notdnd cu D,(n) numarul grafurilor cu n varfuri care au proprietatea
anterioara, avem:

D, (n)

4C2 —>1,céndn—>oo.

Demonstratie:

A . - .. c? . N . A
Incepem prin a observa cd existd 4 " grafuri cu varfurile 1in
multimea X = {1,...,n} , deoarece intre oricare doud varfuri distincte x si y putem

pune zero, una sau doud muchii.

Vom considera G;; multimea acelor grafuri care au proprietatile:

(1) Din varful i nu pleacd o muchie spre varful j;
(i1) Pentru orice alt varf k, daca din varful i pleacd o muchie catre £, atunci din
varful k£ nu pleaca o muchie spre varful j.

10



Pentru orice £ diferit de i si j, exista 16 variante posibile de a uni prin muchii varful
k de varfurile 7 §i j. Pentru a face parte din G, dintre aceste variante trebuie

exclusd cele descrise in (ii). Deoarece perechile de varfuri in care nu apar nici x
.. . . N ) - -2 4Cx
nici y pot fi unite prin muchii in patru moduri, rezultd |G, = 12"747

pentru orice i diferit de ;.

Multimea grafurilor orientate cu multimea varfurilor X astfel incat exista
doua varfuri distincte x §i y cu proprietatea ca nu existd drum de lungime unu sau
doi de la x la y, este reuniunea multimilor G;; . S@ notdm cu V), aceasta reuniune.

Obtinem:
_ 2 n-2,C2,
|V, < Z|Gij |=2C212" %4
i#j

de unde rezulta:

2 n
vV, 2C312"’24C’“2 8 C? 12
45 45 9 "l16) "

Spre deosebire de cazul grafurilor neorientate, sensul muchiilor conteaza.
Astfel, daca nu existd un drum de la x la y, este posibil totusi sd existe un drum de
laylax. Astfel, G; siG; sunt multimi diferite in cazul grafurilor orientate si suma

trebuie facutd dupd i # j inloc dei < j (cum era in cazul grafurilor neorientate).

1V, |
Din ultima egalitate deducem ca an -0 ,cand n — .

n

2 D,(n
Deoarece D, (n) = 46 —| V. |, avem %2) — 1, cand n — o, ceea ce este

n

echivalent cu faptul cd aproape toate grafurile orientate cu n varfuri au proprietatea
ca pentru oricare varfuri distincte x si y existd un drum de lungime cel mult doi de
laxlay,cand n — o0, O

Definitia 5. Notam cu p; (n) numarul Py-grafurilor cu » varfuri.

Observatia 4. Este adevarat urmétorul sir de inegalitati pentru orice » natural:
py(m)<..<ps(n)< p,(n)<C,.
Aceastd inegalitate este evidentd, deoarece orice Py-graf este in acelasi timp si Py ;-

graf, iar orice P,-graf (P-graf) este graf conex, deoarece pentru fiecare doua varfuri
distincte existd un lant de lungime doi cu extremitatile in varfurile respective.

Pornind de la metoda de numarare descrisa in Teorema 3 vom demonstra

ca aproape orice graf este Py-graf cind n — o0. Acest fapt va reiesi din urmatoarea
teorema:
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n
Teorema 5. Are loc: ka(z) —1,cand n > .

n

Demonstratie:

Mai intdi vom majora numarul grafurilor cu n varfuri si care nu sunt Py-
grafuri si vom aratd cd numarul acestora raportat la numarul total de grafuri cu n
varfuri reprezintd termenul unui sir care tinde catre 0.

Vom nota cu X = {1,...,n} multimea varfurilor grafurilor asupra carora
facem rationamentul. Conform definitiei 1, un graf G nu este P-graf daca exista un
k-uplet(xl,...,xk) de varfuri distincte din V(G) care nu are proprietatea Py, adica nu

existd un varf y al grafului G, diferit de x,x,,...,x;, cu proprietatea cd y este

adiacent cu X;,Xy,..., X .

Sa notam prin G,
142 -

; multimea acelor grafuri pentru care k-upletul
i !

(1,....7 ) de varfuri distincte doud cate doud, nu are proprietatea Py. Pentru ca un

graf sa facd parte dintr-o astfel de multime, pentru orice varf y diferit de i,...,i;

ko . . U R .
total 2" variante dintre care trebuie exclusd varianta in care y este adiacent cu
toate varfurile din multimea {i,...,i; } ). Perechile de varfuri in care nu apare nici

un varf din multimea {i,...,i, } pot fi unite prin muchii in doud moduri. Graful de

Apo .. AC} A e .
varfuri i,...,i; poate fi construit In 27 moduri. Varfurile diferite de B yeens i
. o
formeaza un graf ce poate fi construit in 2 "*

urmatoarea formula:

moduri. Astfel, putem deduce

_ ACt Ak n—k AC2,
| Gil...ik |_ 2 (2 - 1) 2
pentru oricej,...,i; varfuri din X distincte doud cate doua.
Multimea grafurilor neorientate cu multimea varfurilor X si care nu sunt Py-
grafuri este datd de reuniunea multimilor G i i, »unde 154 <...<i, <n.

Sa notam cu U, aceasta reuniune. Obtinem:
U, 1< Y16, ., |=Crh2 @k —1yF 2o
n 1= Qi 1T n
1< <...<iy<n

de unde rezulta:
n—k

k ~C} k_1\n-k~Cly ko
1 €20 DIt | 2
2 26 "\ 2f

12
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Deoarece C ,f reprezintd un polinom de grad & in variabila n, iar Y <1, din
. . U, | A
ultima egalitate deducem ca o 0,cand n > .
2 n
. . c?
Din definitie, p, (n)=2"—-|U, |.
p;(n) . .
Asadar avem o — 1, cand n — o sau, echivalent, aproape toate
grafurile cu » varfuri sunt Py-grafuri, cand n — 0. 0

Folosind aceasta teorema si Observatia 4 putem deasemenea desprinde ca aproape
toate grafurile cu n varfuri sunt conexe, cand n — oo,

3. Qx GRAFURI

Daca pana acum am generalizat notiunea de P-graf in sensul existentei unui
varf adiacent cu alte k varfuri, In continuare vom generaliza P-grafurile in sensul
dat de definitia urmatoare:

Definitia 6. Spunem ca o pereche(x, y) de varfuri distincte ale unui graf neorientat
G are proprietatea Qg daca existd un lant de lungime £ intre x si y, format din
varfuri distincte ale lui G. Spunem c@ G este un Q,-graf daca orice pereche (x, y) de
varfuri distincte ale lui G are proprietatea Q.

Se poate usor observa ca in cazulk =2 atat Py-grafurile cat si Qy-grafurile se
confunda cu P-grafurile.

Observatia 5. Pentru orice 7 si orice k£ numere naturale cu n >k +1, existd grafuri
cu n varfuri care sunt Q-grafuri si existd grafuri cu n varfuri care nu sunt Q-
grafuri. Este suficient sa observam ca graful complet K, este un Qy-graf, iar graful
cu n varfuri si fara muchii nu este un Q,-graf.

Definitia 7. Notim cu b, (n)numdrul minim de muchii ale unui Qy-graf cu n
varfuri.
Vom demonstra in continuare o propozitie prin care se face trecerea de la A-grafuri

sau B-grafuri la Qys,-grafuri. Ca o consecintd a acestei propozitii, vom obtine o
estimare a numarului minim de muchii ale unui Qy-graf.
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Propozitia 6. Fie G(V.E) un A-graf [4] cu n varfuri sau un B-graf [4] cu n varfuri
dupd cum n este numdar impar sau par. Fie {xl,...,xk} varfuri astfel incat

{xl ,...,xk} s V(G) . Construim graful G; care se obtine din G prin adaugarea
varfurilor {x1 ,...,xk} pe care le unim cu varfurile lui G 1n toate modurile posibile si

le unim si Intre ele in toate modurile posibile. Atunci graful G, este un Qy.»-graf cu
n-+k varfuri.

Demonstratie:

Sa notam cu w centrul lui G. Confrom definities din [4], centrul unui A-
graf sau B-graf este un varf adiacent cu toate celelalte varfuri ale grafului respectiv.
In cazul n=3 sau n=4 putem avea mai mult de un centru. In acest caz fixim w ca
fiind unul dintre centre.

Alegem doua varfuri distincte ale lui G;. Fie aceste varfuri x si y. Dorim sa
aratdim ca intre x §i y existd un lant de lungime k + 2 format din varfuri distincte
ale Iui G;. Deosebim patru cazuri:

(1) X si y apartin ambele multimii {xl,...,xk} . Putem presupune x=x si
y=Xx,. Deoarece G este ori A-graf ori B-graf, putem alege u si v doua
varfuri ale lui G, astfel Incat uvw sa fie un triunghi (privit din punctul de
vedere al muchiilor) in G. Atunci ca lant de lungime k+2 intre x si y poate
fi considerat: x,x3,...,x;,u,v,w. Evident varfurile lantului sunt distincte
doua cate doua.

(i1) xXe {xl ,...,xk} , iar y este un varf al lui G. Putem considera cd x=x;. Fie u
si v doua varfuri ale lui G astfel Incat yuv sa fie un triunghi in G (astfel de
triunghi existd deoarece G este A-graf sau B-graf). Atunci consideram
lantul urmator de lungime k+2: x,x,,...,x;,u,v,y. Evident varfurile
lantului sunt distincte doua cate doua.

(iii)  x si y sunt varfuri distincte ale lui G, ambele diferite de w, centrul lui G.
Atunci consideram lantul urmdtor de lungime Ak+2: x,x;,...x;,w,»y. Si
varfurile acestui lant sunt diferite intre ele.

(iv)  xsiy sunt varfuri ale lui G cu y =w. Atunci, deoarece graful G este ori A-
graf ori B-graf, existd un varf u al lui G astfel incat xyu este triunghi in G.
Atunci consideram lantul urmator de lungime A+2: Xx,x,...,x;,u,y.
Evident, varfurile lantului sunt distincte doua cate doua.

Din analiza acestor patru cazuri deducem ca oricare pereche de varfuri din

V(G) are proprietatea Qy.,, deci putem afirma ca G, este un Qy,-graf. [J

Teorema 6. Pentru £ si n doud numere naturale astfel incat n > k+1, are loc
urmédtoarea inegalitate:
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b, (n) < (2”_k)(k_1)+{”_k}+1.
2 2

Demonstratie:

In cazul k=2 un Q,-graf este de fapt un P-graf si, conform teoremei de
caracterizare a P-grafurilor minimale, obtinem

bz(n):n—lj{g}: (2n_2)(2_1)+[n;2}+1.

2

In plus, structura unui Q,-graf cu n varfuri si b,(n) muchii este unici: A-
graf sau B-graf. Implicit si inegalitatea din concluzia teoremei este verificata.

In cazul &>2 si consideram Q,-graful minimal G cu n—(k—2) virfuri. Prin
procedeul descris in propozitia 6, obtinem G; un Qi-graf prin adaugarea a k-2
varfuri grafului G.

Avem:

|E(G)|=n—(k—2)—1+{#}

5 2 <
intre cele k-2 varfuri adaugate la G apar inca C,_, muchii. Intre cele k2
varfuri adaugate la G si varfurile deja existente in G apar inca (n - (k - 2))(k — 2)

muchii. Astfel, numarul de muchii ale grafului G, este:

| E(G)|=C2, +(n—(k—2))(k—2)+n—(k—2)—l+[n;k}+l,

Simplificand expresia rezultata, obtinem:
2n— -1 —
G |- & "2)(" ){”2"}1.

Tot din propozitia 6, rezulti ci G, este un Qe-graf. In concluzie,
| E(G)) |2 by (n) , fapt din care se deduce inegalitatea din concluzia teoremei. O

Observatia 6. Majorarea anterioara pentru by (n) este buna si pentru a; (n)dupa
cum rezulti din teorema 1. Insa, spre deosebire de teorema 1, nu se atinge egalitate
in cazul in care n =4k +1. Pentru a demonstra acest fapt sa consideram graful G ca
fiind graful cu patru varfuri obtinut din K5 (Figura 1) prin suprimarea unei muchii
oarecare. Fie {x, y, u, v, w} varfurile acestui graf si sd presupunem cd muchia
suprimata din K5 a fost muchia xy.
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Figura 1: Graf pentru care nu se atinge egalitatea cand n =k + 1

Astfel, perechea (u, v) are proprietatea Q4 deoarece avem lantul v, y, w, x,
u. Analog, obtinem ca perechile (u, w) si (v, w) au proprietatea Q4. Perechea (x,u)
are proprietatea Q4 deoarece exista lantul x,v, w, y, u. Analog, se arata ca perechile
(x, v), (x, w), (, uw), (v, v) si (y, w) au proprietatea Q4. Perechea (x, y) are
proprietatea Qg, deoarece existd lantul x, u, v, w, y. Deci, orice pereche de varfuri
distincte ale lui G are proprietatea Q4 deci G este un Q,-graf cu 9 muchii. In
concluzie, b, (5)<9.

Din inegalitatea din teorema anterioara ar fi rezultat ca
b,(5) < (10_42)(4_1){5;4}1 =10.

in concluzie, nu se atinge egalitate In cazul n = k +1, asa cum avea loc in
cadrul Teoremei 1. Sd observam deasemenea ca n = 5 si k = 4 nu este caz izolat in
care nu se atinge egalitatea. Pentru orice n = k + 1 putem considera graful obtinut
din K, prin suprimarea unei muchii si, dupa un rationament analog obtinem ca nu
se atinge egalitatea 1n teorema 6.

Propozitia 7. Orice Q,-graf este 2 muchie conex.
Demonstratie:

Un Q-graf G(V,E) este graf conex deoarece pentru orice doud varfuri
existd un lant de lungime k£ cu extremitatile in cele doua varfuri. Fie xy € E(G) si
G, graful obtinut din G prin suprimarea muchiei xy. Fie u,v € V(G) doua varfuri
unite in G printr-un lant L (deoarece G este conex, un astfel de lant exista).

Deoarece G este un Q-graf, existd in G un lant L; de lungime £ intre x si
v, format din varfuri distincte ale lui G. Deoarece k este cel putin egal cu doi,
muchia xy nu poate apartine lantului L;. Atunci Inlocuind in L muchia xy (daca
aceasta apare) cu muchiile lantului L;, obtinem un lant Intre i v in G,. Deducem
astfel ca G, este conex si, cum muchia xy a fost aleasa arbitrar, rezultd ca graful G
este 2 muchie conex. l
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Corolar 5. Are loc inegalitatea:
by(n)<n.

Demonstratie:

Fie G(V,E) un Q,-graf oarecare. Conform definitiei unui Qy-graf, deducem
ca este imposibil sa avem |E (G)| =0. Fie xy o muchie a lui G si G; graful obtinut

din G prin suprimarea muchiei xy. Din Propozitia 7 avem G; graf conex. Este
cunoscut faptul ca un graf conex cu n varfuri are cel putin »—1 muchii. De aici,
deducem ca

E(G)| =] (Gy)|-1=n-1
deci
|E(G)|zn—1+1=n muchii
Din definitia lui & (n) si datorita faptului cd G este un Q,-graf arbitrar ales,
deducemb, (n)<n. a

Astfel, din rezultatele anterioare putem deduce urmatoarea incadrare pentru
bk (l’l) .
n—k
) +1.
2

1
+
Definitia 8. Notam cu gy (n) numarul Q,-grafurilor cu n varfuri. De asemenea, si

nSbk(n)S(zn_k)(k_

notdm cu /; (n) numarul grafurilor cu n varfuri si care nu au proprietatea Q.

Vom da in continuare o propozitie care estimeazd numarul [ (n),
propozitie care va conduce la o teorema ce caracterizeaza numarul ¢, (n), cand
n— .

Propozitia 8. Fie £ un numar natural mai mare sau egal cu doi. Atunci exista un
polinom Ry, in variabila 7 , polinom care satisface inegalitatea urmatoare:

[, (n) i '
26 SR"(n)(J

pentru oricare #» numar natural.

Demonstratie:

Sa observam mai intai ¢ pentru k£ = 2, Q,-grafurile si P,-grafurile coincid.
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In cazul k=2, in demonstratia teoremei 5 numarul |U,| coincide cu (n). Am

obtinut in teorema 5 urmatoarea estimare:

(U, | Cr2%@t -t
2 c: - 2 c?
Punand & =2 si inlocuind |U,| cu /5(n) obtinem:
n-2 n
B0 s3] - ron(3).
26 4 4

16

_ k
- Cn

Am considerat R, (n) = ?C z.

Scriind dezvoltarea pentru C 3 , se observa ca R, este un polinom de gradul

doi in variabila n. Astfel, in cazul £ =2, concluzia propozitiei 8 este adevarata.
Acest lucru ne permite o demonstratie a propozitiei prin inductie asupra lui £.

Sa presupunem concluzia adevaratd pentru k-1, unde k>3 si sd o

demonstram pentru k.

Pentru un varf x din multimea X = {1,...,n} vom nota cu Gy, multimea

acelor grafuri G cu V(G) = X, pentru care intre x si y nu existd un lant de lungime
k. Exista trei cazuri:

(1)

(i)

(iii)

varful x nu este adiacent cu nici unul dintre varfurile din X \ {x}. Atunci
2

Cnfl

numarul acestor grafuri este 2 , numdr care reprezintd totalitatea

grafurilor G, pentru care V' (G,) = X \ {x}.

varful x este adiacent doar cu varful y. Numarul acestor grafuri este
. C:

majoratde 2 "' .

varful x este adiacent cu cel putin un varf z din multimea X \ {x, y} . Fie

atunci G, graful obtinut din G prin suprimarea varfului x si a muchiilor
incidente. Daca G, ar fi un Qy_j-graf, atunci intre z si y ar exista in G, un
lant de lungime £ —1 format din varfuri distincte doua cate doud, deci intre
x si y ar existd un lant de lungime & format din varfuri distincte doua cate
doud. Aceasta reprezintd o contradictie cu definitia lui Gyy. Deci, G, nu
este Q. j-graf. In concluzie, dandu-se varfurile adiacente cu x, putem

majora in acest caz numirul grafurilor cu/;_;(n~1). Insa avem 2" -2
variante de a uni varful x cu varfurile din X \ {x} astfel incat x sa fie
adiacent cu cel putin un varf din multimea X \ {x, y} .

Din analiza acestor trei cazuri, putem majora |G| astfel:

|G, <25+ (2 =21, (n—1).
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Deoarece fiecare graf cu n varfuri si care nu este Qi-graf face parte din una
din multimile G,y, deducem ca /, (n) =| {[J G |. Cum cardinalul reuniunii este cel
i<j
mult suma cardinalelor multimilor din reuniune, obtinem inegalitatea:

2 C,f_ +l n-1
L(m< Y]GIKGQRM™ +Q2" =2, (n-D)).
I<i<j<n

Impartind inegalitatea cu numarul grafurilor cu n varfuri, rezult:

n—1 _ _ -
[ (n) <C? 2 n 2 21l (n=1) <C? 2 +R,_(n-1) 3 i
n 27!—1 k-1 4

2C3 n 2n—1 2n—1 2C371
In deducerea ultimei parti a inegalitatii de mai sus am folosit faptul ca
2" -2
2}1—_2 < 1.

Se poate verifica usor inegalitatea:

2 n
o3
2" 4
pentru fiecare # numar natural.
Obtinem urmatoarea inegalitate:

@ < Cf(9 + iRk_] (n-— l)j(ij )
26 3 4

4
Dacd definim R, (n) = Cf (9+§Rkl (n —l)j , atunci se poate usor observa ci

Ry este un polinom 1n variabila n. Pasul de inductie este complet demonstrat. 0
.. . n A .
Teorema 7. Limita raportului qk—gz) este unu cand n — oo, sau, echivalent,
2 n

aproape orice graf cu n varfuri are proprietatea cd intre oricare doud varfuri
distincte exista un lant de lungime &, format din varfuri distincte doua céte doua,
cand n — oo.

Demonstratie:

) c? ) . .
Avem egalitatea ¢, (I’l) +1 p (n) = 27" deoarece orice graf cu n varfuri
ori este Qx-graf, ori nu este Qy-graf. Din propozitia 8, avem inegalitatea:

[, (n) 3"

sau, echivalent,
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0<1-2: Rk(n)(ij .
2¢ 4

Trecéand la limitd cand n — oo si aplicand criteriul clestelui, obtinem:

-4 (:1) —0.
26
. n
In concluzie : quz ) —> lcand n - . 0
2 n

4. LABIRINTURI MATRICIALE

In incheierea acestui articol, ca o completare la teoremele de estimare
prezentate, dam cateva notiuni si un rezultat despre labirinturile matriciale.

Definitia 5. Numim /abirint matricial o matrice Ly, , cu proprietatea ca /; € {0, 1}
pentru orice i intre 1 si m si oricej intre 1 si n. Dacd /; = 1 numim celula (i,f)
perete, iar dacd /; = 0 numim celula (i,j) coridor. Un exemplu de labirint matricial
este prezentat in figura urmatoare:

. = porete
D = coridor

Figura 2: Labirint matricial

O persoand se poate afla la un moment doar in celulele (i,/) unde 1 = 0. Din celula
(i,j) persoana se poate deplasa doar in celulele (i + 1,/), i — 1,), (i,j+ 1), (i,j— 1)
in cazul in care acestea nu sunt pereti.
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Definitia 6. Numim graf asociat labirintului L un graf Gy(V,E), unde
v ={(i.)| culy =0} iar E={(i, ),(k.p)|(i-)).(k: p) eV iar i=k|+| j - p| =1} .

Astfel, muchiile grafului asociat unui labirint sunt intre doua celule coridor
adiacente (intre care se poate deplasa cu un pas persoana).

Definitia 7. Un labirint L este “acceptabil” dacé oricare ar fi (7, j) € V(GL) exista
un lant in Gy cu o extremitate in (i, ), iar a doua in (k, p), unde ke {1, m} saup €
{1, n}. Celulele coridor (k, p) cu ke{l, m}, sau pe{l, n} corespund de fapt
iesirilor din labirint. Astfel, o definitie echivalenta ar fi urmatoarea: un labirint este
“acceptabil” daca din oricare celuld coridor (7, j) se poate iesi din labirint.

Ca o problema de numdrare, ne propunem sda estimdm numarul
labirinturilor acceptabile. Este evident, ca nu orice labirint este acceptabil. Pentru a
vedea acest fapt este suficient sa observam ca orice labirint L cu proprietatea /; = 1
pentru i €{l, m} sau je{l, n} nu este acceptabil. Este de asemenea evident ca
exista labirinturi acceptabile (consideram L = 0,,). Consideram mai intai cazul
labirinturilor matriciale patratice. Sa notdm cu /(r) numarul labirinturilor matriciale
acceptabile de forma L, iar cu L(») numarul labirinturilor matriciale Ly,.

2
Observatia 7. Ln)=2" .
Acest fapt reiese deoarece existd n” celule in labirint, fiecare putand fi ori coridor,
ori perete.

Avem urmatorul rezultat:

I(n)
L(n)

—>0 cand n — .

Teorema 1.

Demonstratia 1:
n| .
Fie k = {§:| Impartim labirintul in &° zone 3x3 si n” — 9%’ celule. Observam ca

dacd o zona 3x3 este de forma urmatoare (patratele din colturi pot fi coridoare sau
pereti, insa celulele adiacente colturilor sunt pereti, iar celula din centru este
coridor), atunci labirintul nu este acceptabil.

21



Figura 3: Configuratie din care nu se poate iesi din labirint.

Probabilitatea ca o zona sa fie de forma aceasta este 3—2 , deoarece exista in

total 2° variante dintre care 2* sunt acceptabile (putem alege colturile an 2
moduri).

- ) . 31
In concluzie, probabilitatea ca o zona sa nu fie de forma aceasta este E, ceea ce

duce la faptul ca probabilitatea ca nici-o zona sd nu fie de forma aceasta este

k
(—) . Inseamni cd numarul total al labirinturilor acceptabile poate fi majorat

32
31~

cu: ey L(n) . Avem atunci urmatoarea inegalitate:

0< ) s(ﬂjkz.
Ln) (32

kZ
Dar k = n , deci are loc: 2 —0,cand n —> ©.
3 32

[(n)

L(n)

Aplicand teorema clestelui, obtinem —>0,cand n > . O

5. CONCLUZII

In acest articol au fost introduse notiunile de Py-graf neorientat si de Q-
graf, doua generalizari ale notiunii de P-graf prezentata [4]. Principalele rezultate
prezinta margini asupra numarului minim de muchii pe care aceste grafuri pot sa le
aiba. Deasemenea, este caracterizata densitatea acestor tipuri de grafuri relativ la
multimea tuturor grafurilor. Un rezultat asemanator este demonstrat pentru
labirinturile matriciale care au proprietatea ca exista un drum de iesire din labirint
din orice pozitie. In viitor, ne propunem sa studiem generalizari ale P-grafurilor si
ale notiunilor prezentate in acest articol, dar pentru grafuri orientate.
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