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Max	
  margin	
  classifiers	
  

•  Instead	
  of	
  fiHng	
  all	
  points,	
  focus	
  on	
  boundary	
  points	
  

•  Learn	
  a	
  boundary	
  that	
  leads	
  to	
  the	
  largest	
  margin	
  from	
  both	
  
sets	
  of	
  points	
  

From	
  all	
  the	
  possible	
  
boundary	
  lines,	
  this	
  
leads	
  to	
  the	
  largest	
  
margin	
  on	
  both	
  sides	
  

These	
  are	
  the	
  vectors	
  
supporKng	
  the	
  boundary	
  



Support	
  Vector	
  Machines	
  
Two	
  opKmizaKon	
  problems:	
  For	
  the	
  separable	
  and	
  non	
  separable	
  cases	
  

For	
  all	
  	
  x	
  in	
  class	
  +	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≥	
  1	
  

For	
  all	
  	
  x	
  in	
  class	
  -­‐	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≤	
  -­‐1	
  

For	
  all	
  	
  xi	
  in	
  class	
  +	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≥	
  1-­‐	
  εi	
  
For	
  all	
  	
  xi	
  in	
  class	
  -­‐	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≤	
  -­‐1+	
  εi	
  
For	
  all	
  i	
  

	
   εI	
  ≥	
  0	
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Non	
  linearly	
  separable	
  case	
  

• 	
  Instead	
  of	
  minimizing	
  the	
  number	
  of	
  misclassified	
  points	
  we	
  can	
  minimize	
  
the	
  distance	
  between	
  these	
  points	
  and	
  their	
  correct	
  plane	
  

-­‐1	
  plane	
  

+1	
  plane	
  

εj	
  εk	
  

The	
  new	
  opKmizaKon	
  problem	
  is:	
  

subject	
  to	
  the	
  following	
  inequality	
  
constraints:	
  

For	
  all	
  	
  xi	
  in	
  class	
  +	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≥	
  1-­‐	
  εi	
  

For	
  all	
  	
  xi	
  in	
  class	
  -­‐	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≤	
  -­‐1+	
  εi	
  

Wait.	
  Are	
  we	
  missing	
  something?	
  



Support	
  Vector	
  Machines	
  
Two	
  opKmizaKon	
  problems:	
  For	
  the	
  separable	
  and	
  non	
  separable	
  cases	
  

Min	
  (wTw)/2	
  	
  
For	
  all	
  	
  x	
  in	
  class	
  +	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≥	
  1	
  

For	
  all	
  	
  x	
  in	
  class	
  -­‐	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≤	
  -­‐1	
  

For	
  all	
  	
  xi	
  in	
  class	
  +	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≥	
  1-­‐	
  εi	
  
For	
  all	
  	
  xi	
  in	
  class	
  -­‐	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≤	
  -­‐1+	
  εi	
  
For	
  all	
  i	
  

	
   εI	
  ≥	
  0	
  

• 	
  Instead	
  of	
  solving	
  these	
  QPs	
  directly	
  we	
  will	
  solve	
  	
  a	
  dual	
  
formulaKon	
  of	
  the	
  SVM	
  opKmizaKon	
  problem	
  

• 	
  The	
  main	
  reason	
  for	
  switching	
  to	
  this	
  type	
  of	
  representaKon	
  is	
  that	
  
it	
  would	
  allow	
  us	
  to	
  use	
  a	
  neat	
  trick	
  that	
  will	
  make	
  our	
  lives	
  easier	
  
(and	
  the	
  run	
  Kme	
  faster)	
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An	
  alterna>ve	
  (dual)	
  representa>on	
  of	
  the	
  SVM	
  
QP	
  

• 	
  We	
  will	
  start	
  with	
  the	
  linearly	
  separable	
  case	
  

• 	
  Instead	
  of	
  encoding	
  the	
  correct	
  classificaKon	
  rule	
  and	
  
constraint	
  we	
  will	
  use	
  Lagrange	
  mulKpliers	
  to	
  encode	
  it	
  as	
  
part	
  of	
  our	
  minimizaKon	
  problem	
  

Min	
  (wTw)/2	
  	
  
For	
  all	
  	
  x	
  in	
  class	
  +1	
  

wTx+b	
  ≥	
  1	
  

For	
  all	
  	
  x	
  in	
  class	
  -­‐1	
  

wTx+b	
  ≤	
  -­‐1	
  

Min	
  (wTw)/2	
  

(wTxi+b)yi	
  ≥	
  1	
  

⇓	
  Why?	
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An	
  alterna>ve	
  (dual)	
  representa>on	
  of	
  the	
  SVM	
  
QP	
  

• 	
  We	
  will	
  start	
  with	
  the	
  linearly	
  separable	
  case	
  

• 	
  Instead	
  of	
  encoding	
  the	
  correct	
  classificaKon	
  rule	
  a	
  constraint	
  
we	
  will	
  use	
  Lagrange	
  mulKpliers	
  to	
  encode	
  it	
  as	
  part	
  of	
  our	
  
minimizaKon	
  problem	
  

Min	
  (wTw)/2	
  

(wTxi+b)yi	
  ≥	
  1	
  

Recall	
  that	
  Lagrange	
  mulKpliers	
  can	
  be	
  
applied	
  to	
  turn	
  the	
  following	
  problem:	
  

minx	
  x2	
  

s.t.	
  x	
  ≥	
  b	
  

To	
  

minx	
  maxα	
  x2	
  -­‐α(x-­‐b)	
  

s.t.	
  α	
  ≥	
  0	
   b	
  
Global	
  min	
  

Allowed	
  min	
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Lagrange	
  mul>plier	
  for	
  SVMs	
  

Original	
  (primal)	
  formulaKon	
  

Min	
  (wTw)/2	
  

(wTxi+b)yi	
  ≥	
  1	
  

Dual	
  formulaKon	
  	
  

8	
  

w:	
  primal	
  parameters	
  
αi’s:	
  dual	
  parameters	
  



Lagrange	
  mul>plier	
  for	
  SVMs	
  

Original	
  (primal)	
  formulaKon	
  

Min	
  (wTw)/2	
  

(wTxi+b)yi	
  ≥	
  1	
  

Dual	
  formulaKon	
  	
  

Using	
  this	
  new	
  formulaKon	
  we	
  can	
  derive	
  w	
  and	
  b	
  by	
  
taking	
  the	
  derivaKve	
  w.r.t.	
  w	
  	
  leading	
  to:	
  

taking	
  the	
  derivaKve	
  w.r.t.	
  b	
  we	
  get:	
  

€ 

w = α ixiyi
i
∑ , where α i ≥ 0
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Lagrange	
  mul>plier	
  for	
  SVMs	
  

Original	
  (primal)	
  formulaKon	
  

Min	
  (wTw)/2	
  

(wTxi+b)yi	
  ≥	
  1	
  

Dual	
  formulaKon	
  	
  

Using	
  this	
  new	
  formulaKon	
  we	
  can	
  derive	
  w	
  and	
  b	
  by	
  
taking	
  the	
  derivaKve	
  w.r.t.	
  w	
  	
  leading	
  to:	
  

taking	
  the	
  derivaKve	
  w.r.t.	
  b	
  we	
  get:	
  

€ 

w = α ixiyi
i
∑ , where α i ≥ 0
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Dual	
  formulaKon	
  	
  

SubsKtuKng	
  w	
  into	
  our	
  target	
  
funcKon	
  and	
  using	
  the	
  
addiKonal	
  constraint	
  we	
  get:	
  

€ 

maxα α i −
i
∑ 1

2
α iα jyiy j

i, j
∑ xi

Tx j

α iyi = 0
i
∑

α i ≥ 0 ∀i



Dual	
  SVM	
  -­‐	
  interpreta>on	
  

For	
  α’s	
  that	
  are	
  not	
  0	
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Support	
  
vectors	
  



Computa>onal	
  Cost	
  

•  During	
  training,	
  the	
  computaKonal	
  costs	
  for	
  solving	
  primal	
  vs.	
  
dual	
  problems	
  are	
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Dual	
  problem:	
  

€ 

maxα α i −
i
∑ 1

2
α iα jyiy j

i, j
∑ xi

Tx j

α iyi = 0
i
∑

α i ≥ 0 ∀i

min	
  (wTw)/2	
  

(wTxi+b)yi	
  ≥	
  1	
  

Primal	
  problem:	
  

m	
  parameters	
   n	
  parameters	
  

-­‐ 	
  The	
  cost	
  of	
  QP	
  solver	
  depends	
  on	
  #variables	
  
-­‐ 	
  Ojen,	
  n	
  <	
  m,	
  where	
  n	
  =	
  #samples,	
  m	
  =	
  #input	
  features	
  
	
   -­‐>Solving	
  dual	
  is	
  ojen	
  more	
  efficient	
  
-­‐	
  Even	
  when	
  n	
  >	
  m,	
  working	
  with	
  dual	
  allows	
  you	
  to	
  use	
  kernels!	
  

Dot	
  product	
  for	
  all	
  
training	
  samples	
  	
  



Computa>onal	
  Cost	
  

•  During	
  tesKng,	
  the	
  computaKonal	
  costs	
  using	
  primal	
  vs.	
  dual	
  
representaKons	
  are	
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If	
  one	
  uses	
  dual	
  parameters	
  to	
  make	
  predicKons,	
  the	
  predicKon	
  depends	
  
only	
  on	
  the	
  support	
  vectors,	
  but	
  this	
  is	
  not	
  explicitly	
  represented	
  in	
  the	
  
primal	
  	
  

€ 

ynew =  sign(w T xnew + b)

€ 

ynew = sign( α iyi
i
∑ xi

Txnew + b)

Using	
  dual	
  variables:	
  Using	
  primal	
  variables:	
  

mr	
  operaKons	
  where	
  r	
  is	
  
the	
  number	
  of	
  support	
  
vectors	
  (αi>0)	
  	
  

m	
  operaKon	
  

Dot	
  product	
  with	
  all	
  
training	
  samples?	
  	
  



Dual	
  formula>on	
  for	
  non	
  linearly	
  separable	
  
case	
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For	
  all	
  	
  xi	
  in	
  class	
  +	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≥	
  1-­‐	
  εi	
  
For	
  all	
  	
  xi	
  in	
  class	
  -­‐	
  1	
  

	
   wTx+b	
  ≤	
  -­‐1+	
  εi	
  
For	
  all	
  i	
  

	
   εI	
  ≥	
  0	
  
⇓
	
   (wTxi+b)yi	
  ≥	
  1-­‐	
  εI	
  

εI	
  ≥	
  0	
  



Dual	
  formula>on	
  for	
  non	
  linearly	
  separable	
  
case	
  

Dual	
  target	
  funcKon:	
   To	
  evaluate	
  a	
  new	
  sample	
  xj	
  we	
  
need	
  to	
  compute:	
  

The	
  only	
  difference	
  is	
  that	
  
the	
  αI’s	
  are	
  now	
  bounded	
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Dual	
  SVM	
  –	
  Interpreta>on	
  for	
  Non-­‐linearly	
  
Separable	
  Case	
  

For	
  α’s	
  that	
  are	
  not	
  0	
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+1	
  

-­‐1	
  

Support	
  vectors:	
  data	
  
points	
  in	
  the	
  wrong	
  side	
  
of	
  margin	
  



Error	
  Func>on	
  for	
  SVM	
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SVM	
  

	
  	
  	
  Error(t)	
  =	
  [1-­‐	
  t]+	
  	
  

Let	
  t	
  =	
  (wTxi+b)yi	
  	
  

1	
  0	
  

1	
  

Ideal	
  classifier:	
  

	
   	
   	
   0	
  	
   if	
  t	
  >	
  0	
  

	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  1	
  	
   if	
  t	
  <	
  0	
  	
  	
  
Error(t)	
  =	
  	
  

t	
  

Error(t)	
  

t	
  >	
  0	
  for	
  both	
  posiKve	
  
and	
  negaKve	
  training	
  
samples	
  if	
  classified	
  
correctly	
  

[	
  ]+	
  denotes	
  
posiKve	
  part	
  

Hinge	
  Loss	
  



FROM	
  LINEAR	
  TO	
  NON-­‐LINEAR	
  
DECISION	
  BOUNDARY	
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Classifying	
  in	
  1-­‐d	
  

Can	
  an	
  SVM	
  correctly	
  classify	
  
this	
  data?	
  

What	
  about	
  this?	
  

X	
   X	
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Classifying	
  in	
  1-­‐d	
  

Can	
  an	
  SVM	
  correctly	
  classify	
  
this	
  data?	
  

And	
  now?	
  

X	
   X	
  

X2	
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•  The	
  original	
  input	
  space	
  (x)	
  can	
  be	
  mapped	
  to	
  some	
  higher-­‐
dimensional	
  feature	
  space	
  (φ(x)	
  )	
  where	
  the	
  training	
  set	
  is	
  
separable:	
  

This	
  slide	
  is	
  courtesy	
  of	
  www.iro.umontreal.ca/~pi46080/documents/papers/svm_tutorial.ppt	
  	
  

Φ:  x → φ(x) 

x1
2 

x2
2 

√2x1x2 x=(x1,x2) 
φ(x) =(x1

2,x2
2,√2x1x2) 

Non-­‐linear	
  SVMs:	
  	
  2D	
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•  The	
  original	
  input	
  space	
  (x)	
  can	
  be	
  mapped	
  to	
  some	
  higher-­‐
dimensional	
  feature	
  space	
  (φ(x)	
  )	
  where	
  the	
  training	
  set	
  is	
  
separable:	
  

This	
  slide	
  is	
  courtesy	
  of	
  www.iro.umontreal.ca/~pi46080/documents/papers/svm_tutorial.ppt	
  	
  

Φ:  x → φ(x) 

x1
2 

x2
2 

√2x1x2 x=(x1,x2) 
φ(x) =(x1

2,x2
2,√2x1x2) 

Non-­‐linear	
  SVMs:	
  	
  2D	
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If data is mapped into sufficiently high dimension, then 
samples will in general  be linearly separable;  

N data points are in general separable in a space of N-1 
dimensions or more!!! 



Transforma>on	
  of	
  Inputs	
  

•  Possible	
  problems	
  
–  High	
  computaKon	
  burden	
  due	
  to	
  high-­‐dimensionality	
  	
  

–  Many	
  more	
  parameters	
  

•  SVM	
  solves	
  these	
  two	
  issues	
  simultaneously	
  
–  “Kernel	
  tricks”	
  for	
  efficient	
  computaKon	
  	
  

–  Dual	
  formulaKon	
  only	
  assigns	
  parameters	
  to	
  samples,	
  not	
  features	
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φ(  ) 

φ(  ) 

φ(  ) 
φ(  ) φ(  ) 

φ(  ) 

φ(  ) φ(  ) 

φ(.) φ(  ) 

φ(  ) 

φ(  ) 
φ(  ) 
φ(  ) 

φ(  ) 

φ(  ) 

φ(  ) 
φ(  ) φ(  ) 

Feature space Input space 



Quadra>c	
  kernels	
  

• 	
  While	
  working	
  in	
  higher	
  dimensions	
  is	
  beneficial,	
  
it	
  also	
  increases	
  our	
  running	
  Kme	
  because	
  of	
  the	
  
dot	
  product	
  computaKon	
  

• 	
  However,	
  there	
  is	
  a	
  neat	
  trick	
  we	
  can	
  use	
  

• 	
  consider	
  all	
  quadraKc	
  terms	
  for	
  x1,	
  x2	
  …	
  xm	
   m	
  is	
  the	
  
number	
  of	
  
features	
  in	
  
each	
  vector	
  m+1	
  linear	
  terms	
  

m	
  quadraKc	
  terms	
  

m(m-­‐1)/2	
  pairwise	
  terms	
  

The	
  √2	
  term	
  
will	
  become	
  
clear	
  in	
  the	
  
next	
  slide	
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Dot	
  product	
  for	
  quadra>c	
  kernels	
  
How	
  many	
  operaKons	
  do	
  we	
  need	
  for	
  the	
  dot	
  product?	
  

m	
   m	
   m(m-­‐1)/2	
   =~	
  m2	
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The	
  kernel	
  trick	
  
How	
  many	
  operaKons	
  do	
  we	
  need	
  for	
  the	
  dot	
  product?	
  

m	
   m	
   m(m-­‐1)/2	
   =~	
  m2	
  

However,	
  we	
  can	
  obtain	
  dramaKc	
  savings	
  by	
  noKng	
  that	
  

€ 

(xT z +1)2 = (xT z)2 + 2(xT .z) +1
= ( xizi)

2 + 2xizi
i
∑ +1

i
∑

= 2xizi
i
∑ + xi

2

i
∑ zi

2 + 2xix jziz j
j= i+1
∑

i
∑ +1

We	
  only	
  need	
  m	
  
opera>ons!	
  

Note	
  that	
  to	
  evaluate	
  a	
  new	
  sample	
  we	
  
are	
  also	
  using	
  dot	
  products	
  so	
  we	
  save	
  
there	
  as	
  well	
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€ 

Φ(x)Φ(z) = k(x,z) =

€ 

Φ(x)Φ(z)



Kernel	
  SVM	
  

Our	
  dual	
  target	
  funcKon:	
  

€ 

maxα α i −
i
∑ 1

2
α iα jyiy j

i, j
∑ Φ(xi )

TΦ(x j)

α iyi = 0
i
∑

α i ≥ 0 ∀i

To	
  evaluate	
  a	
  new	
  sample	
  xj	
  we	
  
need	
  to	
  compute:	
  

€ 

wT x j + b = α iyi
i
∑ Φ(xi )

TΦ(x j) + b
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€ 

maxα α i −
i
∑ 1

2
α iα jyiy j

i, j
∑ k(xi ,x j)

α iyi = 0
i
∑

α i ≥ 0 ∀i
€ 

wT x j + b = α iyi
i
∑ k(xi ,x j) + b

⇓	
  ⇓	
   Using	
  kernels	
  



Other	
  kernels	
  

• 	
  The	
  kernel	
  trick	
  works	
  for	
  higher	
  order	
  polynomials	
  as	
  well.	
  

• 	
  For	
  example,	
  a	
  polynomial	
  of	
  degree	
  4	
  can	
  be	
  computed	
  using	
  (xTz+1)4	
  

and,	
  for	
  a	
  polynomial	
  of	
  degree	
  d	
  (xTz+1)d	
  	
  

• 	
  Beyond	
  polynomials	
  there	
  are	
  other	
  very	
  high	
  dimensional	
  basis	
  
funcKons	
  that	
  can	
  be	
  made	
  pracKcal	
  by	
  finding	
  the	
  right	
  Kernel	
  FuncKon	
  
-­‐ Radial-­‐Basis-­‐style	
  Kernel	
  FuncKon:	
  

-­‐ 	
  Neural-­‐net-­‐style	
  Kernel	
  FuncKon:	
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Why	
  do	
  SVMs	
  work?	
  

• 	
  If	
  we	
  are	
  using	
  huge	
  feature	
  spaces	
  (with	
  kernels)	
  how	
  come	
  we	
  are	
  not	
  
overfiHng	
  the	
  data?	
  

	
  	
  	
  -­‐	
  Number	
  of	
  parameters	
  remains	
  the	
  same	
  (and	
  most	
  are	
  set	
  to	
  0)	
  

	
  	
  	
  	
  -­‐	
  While	
  we	
  have	
  a	
  lot	
  of	
  input	
  values,	
  at	
  the	
  end	
  we	
  only	
  care	
  about	
  the	
  
support	
  vectors	
  and	
  these	
  are	
  usually	
  a	
  small	
  group	
  of	
  samples	
  

	
  	
  	
  	
  -­‐	
  The	
  minimizaKon	
  (or	
  the	
  maximizing	
  of	
  the	
  margin)	
  funcKon	
  acts	
  as	
  a	
  
sort	
  of	
  regularizaKon	
  term	
  leading	
  to	
  reduced	
  overfiHng	
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So^ware	
  

•  A	
  list	
  of	
  SVM	
  implementaKon	
  can	
  be	
  found	
  at	
  h{p://
www.kernel-­‐machines.org/sojware	
  

•  Some	
  implementaKon	
  (such	
  as	
  LIBSVM)	
  can	
  handle	
  mulK-­‐
class	
  classificaKon	
  

•  SVMLight	
  is	
  among	
  one	
  of	
  the	
  earliest	
  implementaKon	
  of	
  SVM	
  

•  Several	
  Matlab	
  toolboxes	
  for	
  SVM	
  are	
  also	
  available	
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Mul>-­‐class	
  classifica>on	
  with	
  SVMs	
  

What	
  if	
  we	
  have	
  data	
  from	
  more	
  than	
  two	
  
classes?	
  

• 	
  Most	
  common	
  soluKon:	
  One	
  vs.	
  all	
  

-­‐ 	
  create	
  a	
  classifier	
  for	
  each	
  class	
  against	
  all	
  
other	
  data	
  

-­‐	
  for	
  a	
  new	
  point	
  use	
  all	
  classifiers	
  and	
  
compare	
  the	
  margin	
  for	
  all	
  selected	
  classes	
  	
  

Note	
  that	
  this	
  is	
  not	
  necessarily	
  valid	
  
since	
  this	
  is	
  not	
  what	
  we	
  trained	
  the	
  SVM	
  
for,	
  but	
  ojen	
  works	
  well	
  in	
  pracKce	
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Applica>ons	
  of	
  SVMs	
  

•  BioinformaKcs	
  
•  Machine	
  Vision	
  
•  Text	
  CategorizaKon	
  
•  Ranking	
  (e.g.,	
  Google	
  searches)	
  
•  Handwri{en	
  Character	
  RecogniKon	
  
•  Time	
  series	
  analysis	
  

	
   !Lots	
  of	
  very	
  successful	
  applicaKons!!!	
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Important	
  points	
  

•  	
  Maximum	
  margin	
  principle	
  

•  	
  Target	
  funcKon	
  for	
  SVMs	
  

•  	
  Linearly	
  separable	
  and	
  non	
  separable	
  cases	
  
•  	
  Dual	
  formulaKon	
  of	
  SVMs	
  

•  Support	
  vectors	
  of	
  SVMs	
  

•  	
  Kernel	
  trick	
  and	
  computaKonal	
  complexity	
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