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Naïve	
  Bayes	
  Classifier	
  Revisited	
  

 P(X|Y) = P(X1,… Xn |Y)	
  

Full	
  joint	
  distribuHon:	
  
exponenHal	
  number	
  of	
  
parameters	
  

CondiHonal	
  independence	
  
assumpHon	
  for	
  Naïve	
  Bayes	
  classifier:	
  
linear	
  number	
  of	
  parameters	
  

ProbabilisHc	
  
graphical	
  models	
  



Probabilis)c	
  Graphical	
  Models	
  
•  Key	
  Idea:	
  	
  

– CondiHonal	
  independence	
  assumpHons	
  useful	
  	
  	
  
– but	
  Naïve	
  Bayes	
  is	
  extreme!	
  

– ProbabilisHc	
  graphical	
  models	
  are	
  a	
  joint	
  probability	
  
distribuHon	
  defined	
  over	
  a	
  graph	
  

•  sets	
  of	
  condiHonal	
  independence	
  assumpHons	
  are	
  
expressed	
  via	
  graph	
  structure	
  

•  Two	
  types	
  of	
  graphical	
  models:	
  
– Directed	
  graphs	
  (aka	
  Bayesian	
  Networks)	
  
– Undirected	
  graphs	
  (aka	
  Markov	
  Random	
  Fields)	
  

today 





Marginal	
  Independence	
   	
  

Defini&on:	
  X	
  is	
  marginally	
  independent	
  of	
  Y	
  if	
  

Equivalently,	
  if	
  	
  

Equivalently,	
  if	
  	
  



Condi)onal	
  Independence	
   	
  

Defini&on:	
  X	
  is	
  condiHonally	
  independent	
  of	
  Y	
  given	
  Z,	
  if	
  the	
  probability	
  
distribuHon	
  governing	
  X	
  is	
  independent	
  of	
  the	
  value	
  of	
  Y,	
  given	
  the	
  value	
  of	
  
Z	
  

which	
  we	
  o[en	
  write	
  	
  

E.g.,	
  	
  



Directed	
  Acyclic	
  Graph	
  

•  A	
  directed	
  acyclic	
  graph	
  is	
  
defined	
  by:	
  
–  A	
  set	
  of	
  nodes	
  
–  A	
  set	
  of	
  edges,	
  such	
  that	
  

directed	
  edges	
  do	
  no	
  form	
  a	
  
cycle	
  

•  Terminology	
  
–  Parents	
  of	
  node	
  v	
  
–  Children	
  of	
  node	
  v	
  
–  Descendents	
  of	
  node	
  v	
  	
  

A	
  

J	
   M

B	
   E	
  



Bayesian	
  Networks	
  Defini)on	
  

A	
  Bayes	
  network	
  represents	
  the	
  joint	
  probability	
  distribuHon	
  over	
  a	
  
collecHon	
  of	
  random	
  variables	
  

A	
  Bayes	
  network	
  is	
  a	
  directed	
  acyclic	
  graph	
  and	
  a	
  set	
  of	
  condiHonal	
  
probability	
  distribuHons	
  (CPD’s)	
  

•  Each	
  node	
  denotes	
  a	
  random	
  variable	
  
•  Edges	
  denote	
  dependencies	
  



Bayesian	
  Networks	
  Defini)on	
  

A	
  Bayes	
  network	
  represents	
  the	
  joint	
  probability	
  distribuHon	
  over	
  a	
  
collecHon	
  of	
  random	
  variables	
  

A	
  Bayes	
  network	
  is	
  a	
  directed	
  acyclic	
  graph	
  and	
  a	
  set	
  of	
  condiHonal	
  
probability	
  distribuHons	
  (CPD’s)	
  

•  Each	
  node	
  denotes	
  a	
  random	
  variable	
  
•  Edges	
  denote	
  dependencies	
  
•  For	
  each	
  node	
  Xi	
  its	
  CPD	
  defines	
  P(Xi | Pa(Xi))	


•  The	
  joint	
  distribuHon	
  over	
  all	
  variables	
  is	
  defined	
  to	
  be	
  

Pa(X) = immediate parents of X in the graph	
  



Bayesian	
  networks	
  

•  Let’s	
  use	
  a	
  movie	
  example:	
  We	
  would	
  like	
  to	
  determine	
  the	
  joint	
  probability	
  
for	
  length,	
  liked	
  and	
  slept	
  in	
  a	
  movie	
  

Lo	
  

Li	
   Slept	
  

Long?	
  

Slept?	
  

Liked?	
  



Bayesian	
  networks:	
  Nota)ons	
  

Lo	
  

Li	
   S	
  

P(Lo)	
  =	
  0.5	
  

P(Li	
  |	
  Lo)	
  =	
  0.4	
  

P(Li	
  |	
  ¬Lo)	
  =	
  0.7	
  

P(S	
  |	
  Lo)	
  =	
  0.6	
  

P(S	
  |	
  ¬Lo)	
  =	
  0.2	
  

CondiHonal	
  
probability	
  tables	
  
(CPTs)	
  

CondiHonal	
  
dependency	
  

Random	
  variables	
  

Bayesian	
  networks	
  are	
  directed	
  acyclic	
  graphs.	
  	
  



Bayesian	
  networks:	
  Nota)ons	
  

Lo	
  

Li	
   S	
  

P(Lo)	
  =	
  0.5	
  

P(Li	
  |	
  Lo)	
  =	
  0.4	
  

P(Li	
  |	
  ¬Lo)	
  =	
  0.7	
  

P(S	
  |	
  Lo)	
  =	
  0.6	
  

P(S	
  |	
  ¬Lo)	
  =	
  0.2	
  

The	
  Bayesian	
  network	
  below	
  represents	
  the	
  following	
  joint	
  probability	
  
distribuHon:	
  

€ 

p(Lo,Li,S) = P(Lo)P(Li | Lo)P(S | Lo)
More	
  generally	
  Bayesian	
  network	
  represent	
  the	
  following	
  joint	
  
probability	
  distribuHon:	
  

The	
  set	
  of	
  parents	
  of	
  xi	
  in	
  
the	
  graph	
  



Network	
  construc)on	
  and	
  structural	
  
interpreta)on	
  



Construc)ng	
  a	
  Bayesian	
  network	
  

•  How	
  do	
  we	
  go	
  about	
  construcHng	
  a	
  network	
  for	
  a	
  specific	
  
problem?	
  

	
   	
   Step	
  1:	
  IdenHfy	
  the	
  random	
  variables	
  
	
   	
  	
  Step	
  2:	
  Determine	
  the	
  condiHonal	
  dependencies	
  

	
   	
  	
  Step	
  3:	
  Populate	
  the	
  CPTs	
  

Can	
  be	
  learned	
  from	
  observaHon	
  data!	
  



A	
  example	
  problem	
  

•  An	
  alarm	
  system	
  

	
  	
  	
  	
  B	
  –	
  Did	
  a	
  burglary	
  occur?	
  
	
  	
  	
  	
  E	
  –	
  Did	
  an	
  earthquake	
  occur?	
  

	
  	
  	
  	
  A	
  –	
  Did	
  the	
  alarm	
  go	
  off?	
  
	
  	
  	
  	
  M	
  –	
  Mary	
  calls	
  

	
  	
  	
  	
  J	
  –	
  John	
  calls	
  

•  How	
  do	
  we	
  reconstruct	
  the	
  network	
  for	
  this	
  problem?	
  



Factoring	
  joint	
  distribu)ons	
  

•  Using	
  the	
  chain	
  rule	
  we	
  can	
  always	
  factor	
  a	
  joint	
  distribuHon	
  
as	
  follows:	
  

	
  	
  	
  	
  P(M,J,A,B,E)	
  =	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  P(M	
  |J,A,B,E)	
  P(J,A,B,E)	
  =	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  P(M	
  |	
  J,A,B,E)	
  P(J	
  |	
  A,B,E)	
  P(A|	
  B,E)	
  =	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  P(M	
  |	
  J,A,B,E)	
  P(J	
  |	
  A,B,E)	
  P(A	
  |	
  B,E)	
  P(B,E)	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  P(M	
  |	
  J,A,B,E)	
  P(J	
  |	
  A,B,E)	
  P(A	
  |	
  B,E)P(B	
  |	
  E)P(E)	
  

•  This	
  type	
  of	
  condiHonal	
  dependencies	
  can	
  also	
  be	
  
represented	
  graphically.	
  



A	
  Bayesian	
  network	
  

E	
  

J	
   M

A	
   B	
  

Number	
  of	
  parameters:	
  

M:	
  2^4	
  

J:	
  2^3	
  

A:	
  4	
  	
  

B:	
  2	
  

E:	
  1	
  

A	
  total	
  of	
  31	
  parameters	
  

P(M	
  |	
  J,A,B,E)	
  P(J	
  |	
  A,B,E)	
  P(A	
  |	
  B,E)P(B	
  |	
  E)P(E)	
  



A	
  beLer	
  approach	
  

•  An	
  alarm	
  system	
  

	
  	
  	
  	
  B	
  –	
  Did	
  a	
  burglary	
  occur?	
  
	
  	
  	
  	
  E	
  –	
  Did	
  an	
  earthquake	
  occur?	
  

	
  	
  	
  	
  A	
  –	
  Did	
  the	
  alarm	
  go	
  off?	
  
	
  	
  	
  	
  M	
  –	
  Mary	
  calls	
  

	
  	
  	
  	
  J	
  –	
  John	
  calls	
  

•  Let’s	
  use	
  our	
  knowledge	
  of	
  the	
  domain!	
  



Reconstruc)ng	
  a	
  network	
  

A	
  

J	
   M

B	
   E	
  
	
  	
  	
  B	
  –	
  Did	
  a	
  burglary	
  occur?	
  
	
  	
  	
  	
  E	
  –	
  Did	
  an	
  earthquake	
  occur?	
  

	
  	
  	
  	
  A	
  –	
  Did	
  the	
  alarm	
  go	
  off?	
  

	
  	
  	
  	
  M	
  –	
  Mary	
  calls	
  

	
  	
  	
  	
  J	
  –	
  John	
  calls	
  

P(B)P(E)P(A|B,E)P(J|A)P(M|A)	
  



Reconstruc)ng	
  a	
  network	
  

A	
  

J	
   M

B	
   E	
  Number	
  of	
  parameters:	
  

A:	
  4	
  

B:	
  1	
  

E:	
  1	
  

J:	
  2	
  

M:	
  2	
  

A	
  total	
  of	
  10	
  parameters	
  

By	
  relying	
  on	
  domain	
  knowledge	
  we	
  
saved	
  21	
  parameters!	
  

P(B)P(E)P(A|B,E)P(J|A)P(M|A)	
  



A	
  Bayesian	
  network	
  
P(M	
  |	
  J,A,B,E)	
  P(J	
  |	
  A,B,E)	
  P(A	
  |	
  B,E)P(B	
  |	
  E)P(E)	
  

E	
  

J	
   M

A	
   B	
  

A	
  

J	
   M

B	
   E	
  

P(B)	
  P(M|A)	
   P(J|A)	
   P(A|B,E)	
   P(E)	
  



Construc)ng	
  a	
  Bayesian	
  network:	
  
Revisited	
  

•  Step	
  1:	
  IdenHfy	
  the	
  random	
  variables	
  

•  Step	
  2:	
  Determine	
  the	
  condiHonal	
  dependencies	
  
	
  	
  	
  	
  -­‐	
  Select	
  an	
  ordering	
  of	
  the	
  variables	
  
	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  Add	
  them	
  one	
  at	
  a	
  Hme	
  

	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  For	
  each	
  new	
  variable	
  X	
  added,	
  select	
  the	
  minimal	
  subset	
  of	
  nodes	
  as	
  
parents	
  such	
  that	
  X	
  is	
  independent	
  from	
  all	
  other	
  nodes	
  in	
  the	
  current	
  
network	
  given	
  its	
  parents.	
  

•  Step	
  3:	
  Populate	
  the	
  CPTs	
  
	
  	
  	
  	
  -­‐	
  From	
  examples	
  using	
  density	
  esHmaHon	
  



Example:	
  Bayesian	
  networks	
  for	
  cancer	
  
detec)on	
  	
  



Condi)onal	
  independence	
  

A	
  

J	
   M

B	
   E	
  • 	
  Two	
  variables	
  x,y	
  are	
  said	
  to	
  be	
  
condiHonally	
  independent	
  given	
  a	
  third	
  
variable	
  z	
  if	
  p(x,y|z)	
  =	
  p(x|z)p(y|z)	
  	
  

• 	
  In	
  a	
  Bayesian	
  network	
  a	
  variable	
  is	
  
condiHonally	
  independent	
  of	
  all	
  other	
  
variables	
  given	
  its	
  Markov	
  blanket	
  

Markov	
  blanket:	
  All	
  parent,	
  children	
  and	
  co-­‐
parents	
  of	
  children	
  	
  



Markov	
  blankets:	
  Examples	
  

A	
  

J	
   M

B	
   E	
  Markov	
  blanket	
  for	
  B:	
  
E,	
  A	
  

Markov	
  blanket	
  for	
  A:	
  
B,	
  E,	
  J,	
  M	
  



d-­‐separa)on	
  

• 	
  In	
  some	
  cases	
  it	
  would	
  be	
  useful	
  for	
  us	
  to	
  know	
  under	
  which	
  condiHons	
  
two	
  variables	
  are	
  independent	
  of	
  each	
  other	
  

	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  Helps	
  when	
  trying	
  to	
  do	
  inference	
  

	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  Can	
  help	
  determine	
  causality	
  from	
  structure	
  	
  

• 	
  Two	
  variables	
  x	
  and	
  y	
  are	
  d-­‐separated	
  given	
  a	
  set	
  of	
  variables	
  Z	
  (which	
  
could	
  be	
  empty)	
  if	
  x	
  and	
  y	
  are	
  condiHonally	
  independent	
  given	
  Z	
  

• 	
  We	
  denote	
  such	
  condiHonal	
  independence	
  as	
  I(x,y|Z)	
  



Collider	
  Node	
  

X	
   Y	
  

A	
  collider	
  node:	
  



Collider	
  Node	
  

A	
  

B	
   E	
  
	
  	
  	
  B	
  –	
  Did	
  a	
  burglary	
  occur?	
  
	
  	
  	
  	
  E	
  –	
  Did	
  an	
  earthquake	
  occur?	
  

	
  	
  	
  	
  A	
  –	
  Did	
  the	
  alarm	
  go	
  off?	
  

B	
  and	
  E	
  are	
  independent,	
  before	
  observing	
  A	
  
B	
  and	
  E	
  become	
  dependent,	
  a[er	
  observing	
  A	
  



d-­‐separa)on	
  

•  	
  x	
  and	
  y	
  are	
  d-­‐separated	
  given	
  Z,	
  if	
  all	
  possible	
  paths	
  between	
  x	
  and	
  y	
  
are	
  blocked.	
  

•  A	
  path	
  between	
  x	
  and	
  y	
  is	
  blocked	
  if	
  the	
  path	
  includes	
  a	
  node	
  such	
  
that	
  either	
  	
  	
  

1.  It	
  is	
  not	
  a	
  collider	
  node	
  and	
  is	
  in	
  the	
  set	
  Z,	
  or	
  
2.  It	
  is	
  a	
  collider	
  node	
  and	
  neither	
  the	
  node	
  nor	
  any	
  of	
  its	
  descendents	
  is	
  in	
  Z	
  

X	
   Y	
  

A	
  collider	
  node:	
  



D-­‐separa)on	
  

a	
   f	
  

b	
  
e	
  

c	
  

€ 

a⊥b | c ?

€ 

a⊥b | f ?



Important	
  points	
  

•  ProbabilisHc	
  graphical	
  models	
  as	
  a	
  representaHon	
  of	
  joint	
  
probability	
  distribuHon	
  

•  Bayesian	
  networks	
  represent	
  Joint	
  distribuHon,	
  
independence,	
  condiHonal	
  independence	
  

•  Amributes	
  of	
  Bayesian	
  networks	
  
•  ConstrucHng	
  a	
  Bayesian	
  network	
  
•  Markov	
  blanket,	
  d-­‐separaHon	
  


